a = ae SE. os 


 SOCIETAS SCIENTIARUM NATURALIUM CROATICA | 


GLASNIK 


= MATEMATIČKO-FIZIČKI I ASTRONOMSKI | 


PERIODICUM 


“ MATHEMATICO-PHYSICUM ET ASTRONOMICUM _ 


SERIJA II. 
T. 8 — 1953. — No. 4 


»GLASNIK MATEMATIČKO-FIZIČKI I ASTRONOMSKI« SLUŽBENO 
JE GLASILO MATEMATIČKO-FIZIČKOG ODSJEKA PRIRODOSLOV- 
NO-MATEMATIČKOG FAKULTETA U ZAGREBU. 


V. Devidé: 
R. Vernić: 


V. S. Vrkljan: 


G. Kurepa: ’ 


S. Mardešić: 


—V. Niče: 


E M Bajraktarević: 


Z si Hondi: 


Iz Društva matematičara i fizičara NR Hrvatske 


SADRŽAJ 


Uber ein Modell der euklidischen Geometrie . . . 
O jednom modelu euklidske geometrije. . . . 


Periodische Lč&sungen im Dreikčrperproblem . . . 
Periodična rješenja problema triju tijela .... 
Prilog Darwinovu izvođenju magnetičkoga mo- 
menta “elektrona i pozitrona_. . 4.4 4 2 0 
Beitrag zur Darwinschen Ableitung "des magne- 
tisehen Moments des Elektrons und des Positrons 
Real and ordinal numbers as sets of rational 
PUM Ole ree E a a eae 
Realni i redni brojevi definirani kao a... ra- 
cionalnih brojeva See ka Pree ee E ‘ 
Uber die Unabhangigkeit mod (G) der ren a 
gen binearformen= rs: eee a aje dza A 
O nezavisnosti mod (G) cjelobrojnih linearnih 
forme SO ETE E E EE EI 
Uber die isotropen Strahlenpaare 2. Art. der 
Strahlenkongruenzen I. Ordnung 3., 2. und 1. 
Klase Se = SEE ee ee 

O izotropnim zrakama 2. vrste u kongruencijama 
E-ređa-4: 23 Horažzreda s g S ER ue I 


O rješenjima jedne funkcionalne jednačine 


Sur les solutions d’une équation fonctionnelle 


Osvrt na jednu raspravu M. Katalinića ..... 


: : Iz Matematičko-fizičkog odsjeka Prirodoslovno- 


matematičkog fakulteta u Zagrebu 
Četiri nova doktc ra matematičkih nauka 


Održani kolokviji 


PE Gl Ira, cates Set Mette Bing SEŽE PA ZLA ee la BIT | eae 


Publikacije, koje je Društvo oe u zamjenu za 


. . . . . 


Glasnik u godini ž 


Rješenja zadataka 172, 113, 174* . 
Zadacizi80-- 181-182 
Pye Glasnika T. 8. eee 


* . . . . . . 


inlainike Koji još + uplati! Marinu odnosno pretplatu 
, da to odmah učine: Samo onim članovima i pretplatnici- 
Se, pošalju članarinu ili nene bit će s dueta. 


E 
= 
= 
2 
i 
ed 
a 4 
# 
a 


Ps 


<» AA 


GLASNIK MATEMATIČKO-FIZIČKI I ASTRONOMSKI 
PERIODICUM MATHEMATICO - PHYSICUM ET ASTRONOMICUM 


Serija II. Aagreb 1953 T. 8/ No.4 
= o s o VJ DJ O O 


UBER EIN MODELI 
DER EUKLIDISCHEN GEOMETRIE 


Vladimir Devidé, Zagreb 
I 


Die aus der projektiven Geometrie bekannten Eigenschaften 
des Pols und der Polare erméglichen die Konstruktion eines Mo- 
delles Yt der euklidischen Geometrie (EG) auf einer Fliche, die 
topologisch ein Mobius’sches Blatt ist, und in welchem eine Gerade 
einen »Punkt« reprasentiert und umgekehrt. 


1. In der euklidischen Ebene P sei eine nichtdegenerierte 
Kurve zweiter Ordnung k gegeben. Erginzen wir P durch die 
unendlich ferne Gerade u zur projektiven Ebene II, und schlies- 
sen wir aus dieser den Pol O von u beziiglich k aus, so erhalten 
wir eine Flache M die, topologisch, ein Mobius’sches Blatt ist. 


Pol (a) (Polare (A)) soll im weiteren den Pol der Geraden a 
(die Polare des Punktes A) beziiglich k, in II bedeuten. 


Jeden Punkt p = M nennen wir eine »Gerade« p, und jede 
Gerade T = M (die, da nicht O S M ist, nicht durchO — II laufen 
kann) nennen wir einen »Punkt« T. (Der »Punkt« T ist also durch 
eine geschlossene Linie — die projektive Gerade — gegeben, und 
die »Gerade« p durch einen Punkt — aber eine Gerade kann nicht 
ringsum diesen Punkt p rotieren, da sie die Lage pO nicht passie- 
ren kann; im Einklang damit, dass eine Gerade als Element von 
P ringsum einen ihrer Punkte als < P rotieren kann, und dass 
ein Punkt, von einer bestimmten Lage an beginnend, eine ganze 
Gerade im selben Sinne nicht durchlaufen kann.) Der »Punkt« 
T = M liegt in der »Geraden« p = M (die »Gerade« p lduft durch 
den »Punkt« T), wenn die Gerade T <II durch den Punkt p = II 
lauft. Zwei »Geraden« p, q S M sind parallel, wenn sie keinen 
gemeinsamen »Punkt« T — M besitzen. Der »Punkt« B = M liegt 
zwischen den »Punkten« A,C =M wenn der Punkt [Pol (B = IDI = 
<P zwischen den Punkten [Pol (A <I])], [Pol (C —ID] = P liegt. (Es ist | 
leicht einzusehen: liegt die »Gerade« p — M die die »Punkte« A, C=M 
verbindet — in II der Schnittpunkt der Geraden A, C — nicht an 
u, so liegt der »Punkt« B — M dann und nur dann zwischen den 
Punkten A,C S M, wenn in II die Geradenpaare A, C; B, Op ein- 
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ander trennen.) Der »Abstand« d zweier »Punkte« A,B = M ist 
gleich dem Abstand der Punkte [Pol (A =ID], [Pol(B S II] = P. 
Der »Winkel a = <(a, b) zweier »Geraden« a, b — M ist gleich 
dem Winkel der Geraden [Polare (a =—IJ)], [Polare(b > ID] E P. 


2. Nach der Konstruktion von It, die im wesentlichen auf der 
Zuordnung Pol = Polare gegriindet ist, ist es klar, dass mit Wt ein 
Modell zweidimensionaler (metrischer) EG realisiert ist. Dies be- 
deutet, da den »Punkten« und »Geraden« als Elementen von M, 
und Beziehungen unter ihnen, Gerade und Punkte als Elemente 
von P, und Beziehungen unter ihnen entsprechen, dass jedem Satze 
der EG in M (und nicht nur Satzen die keine Metrik implizieren, 
und welche schon in der projektiven Geometrie Dualsatze besitzen), 
nach der Wahl einer bestimmten nichtdegenerierten Kurve 2. 
Ordnung k ein »k-dualer« Satz der EG in P entsprechen wird (und 
umgekehrt) — natirlich unter der Einschrankung, dass die Figuren 
in M (P), tiber welche die Satze bestimmte Behauptungen aussern, 
die Gerade u (den Punkt O) nicht enthalten dtirfen, da sie sonst 
beim Ubergange M> P (P> M) nicht ohne weiteres auch als Fi- 
guren in P(M) gedeutet werden konnten. 


Dass M in der Tat ein Modell der EG ist, kann indessen auch 
direkt nachgepriift werden, indem die Giiltigkeit aller Axiome der 
ebenen EG in Wt verifiziert wird. Dabei miissen stets die Folgen 
im Auge gehaltet werden, die in Yt die bei der Konstruktion von 
M vorgenommene Ausschliessung des ausgezeichneten Punktes O 
von II hat. Die EG in P wird natiirlich vorausgesetzt. 


3. Zu diesem Zwecke ist zun&chst eine Betrachtung einiger 
elementaren Konstruktionen in M notwendig, wie sie nach 1. durch- 
zuftihren sind. 


Abb. 1 Abb. 2 


3 a) Der »Punkt« T = M in dem sich die »Geraden« ab=mM 
schneiden, wird — falls er vorhanden ist — als die die Punkte 

raz a,b S II verbindende Gerade T <II gefunden, falls diese (in M) 

La vorhanden ist, d. h. falls sie in II nicht durch O lauft. (Abb. 1) 


he b) Die »Gerade« p = M welche durch die »Punkte« A BS MA 
Ć hindurchlauft, wird als Schnittpunkt p der Geraden A, B =I ge- - 
funden. (Abb. 2) 


Pre ei er © 


jae mh i c NE: a 
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c) Anlegung der, einer gegebenen »Strecke« AB kongruenten 
»Strecke« CD, von dem gegebenen »Punkte« C aus, auf die gege- 
bene »Gerade« p. (vgl. Abb. 3; ist N ein »Punkt« und n eine »Ge- 
rade« aus M, so ist der Pol (N) — II mit N’, und die Polare (n) < 
& II mit n’ bezeichnet.) 


Abb. 3 


d) Anlegung eines gegebenen »Winkels« (analog wie in c), vgl. 
Abb. 4). 


e) Konstruktion der »Geraden« a > M durch den gegebenen 


»Punkt« A = M, parallel der gegebenen »Geraden« b € M (vgl. 
Abb. 5.) 
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4. Jetzt ist es leicht die Gultigkeit der Hilbertschen Axiome 
der EG in Mt zu verifizieren. 

Dass die Verbindungsaxiome erfullt sind, folgt direkt aus 1. 

Die Axiome der Anordnung sind ebenfalls erfullt; es sei nur 
die Verifizierung des Axioms von Pasch erwahnt: Sind A,B,C <= 
& M drei nicht in einer »Geraden« gelegene »Punkte«, und ist 
p <M eine »Gerade« die keinen der »Punkte« A, B, C trifft, und 


| die durch einen »Punkt« der »Strecke« BC geht, so geht sie auch 


entweder durch einen »Punkt« der Strecke AB, oder durch einen 
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»Punkt« der »Strecke« AC. — Dass dies in Mt zutrifft, zeigt folgende — 
Betrachtung in P!): Befindet sich der Punkt p — M in dem (hori- 
zontal schraffierten) Teil von 2 

HI zwischen den Geraden | 

B,C = M der O nicht ent- ž 

REISS SS halt, so befindet er sich auch | 


RN GOES 
EG LY ELS FE 


entweder in dem (fallend 
schraffierten) Teil von II 
zwischen A,B => M der O 
nicht enthalt, gada in dem 
(steigend schraffierten) Teil 
von II zwischen A,C = M 
Abb. 6 der O nicht enthalt. (Abb. 6) © 


Die Giiltigkeit der Kongruenzaxiome und der Stetigkeitsaxiome 
folgt aus ihrer Giltigkeit in P. 

Das Parallelenaxiom ist ebenfalls, nach 3e) erfiillt (da sich in 
II irgend zwei (projektive) Geraden A = M, Ob in einem Punkte 
a = O schneiden miissen). 


dt 
5. Zeigen wir jetzt an einigen Beispielen wie sich mittels Mt 
einige Satze der EG in neuer Fassung deuten lassen, wenn ein _ 
»Punkt« (»Gerađe«) von M wieder als eine Gerade (Punkt) in P | 
interpretiert wird. (Dabei ist stets im Auge zu halten, dass O = P, | 
; aber nicht O <= M; dagegen u — M, aber nicht u E P.) | 


i Satz . »k-dualer« Satz 
1. Die drei »Mittellinien« ty, to, 1. Die Schnittpunkte ta, th, — 
te eines Dreiecks ABC schneiden te der Aussenwinkelhalbierenden 


rone 


sich in einem di JE ‘. eimes Dreiecks-abc und der ihnen 


we 


/ 


a ie Ri i i ' gegeniiberliegenden Seiten A,B 
ae a eye C liegen in einer Geraden T. al 


Abb. 7) — FP “poli 
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Da 1. in Wt richtig ist, so folgt wenn ftir k der Inkreis von 
ABC gewahlt wird, mit (M— P) die Richtigkeit von 1’. 

Analog wirden mit k als Ankreis Sdtze iiber die Existenz von 
Geraden T,, Tp, Te folgen. (vgl. Abb. 8.) 


2. Die drei »Seitensimetralen« 
Sa, Sb, Sc eines Dreiecks ABC 
schneiden sich in einem »Punk- 
te« S. 


2’. Die drei Schnittpunkte sa, 
Sb, Se der Aussenwinkelhalbieren- 
den eines Dreiecks abc und der 
durch den Inkreismittelpunkt O 
des Dreiecks gehender Parallelen 
zu den gegeniiberliegenden Sei- 
ten liegen in einer Geraden S. 
(vgl. Abb. 7) 


(Um das Zutreffen von 2’ einzusehen, ist fur k wieder der 


Inkreis von ABC zu wahlen.) 


Analoge Satze folgen mit k als Ankreis. (Abb. 8) 


7 


RO 


Abb.. 


3. Die »Punkte« T, S. und 
der »H&henschnittpunkt« V eines 
Dreiecks ABC  liegen in der 
Eulerschen »Geraden«, und es ist 
VSE Vales 3 2: 


nA 


8 


3’. Die (in 1’, 2’ gefundenen) Ge- 
raden T, S sind einander parallel 
und fiir ihre Entfernungen vom 
Inkreismittelpunkte des Dreiecks 
gilt OS: OT = 2:3 (vgl. Abb. 7.) 


Analoge Satze folgen mit k als Ankreis. (Abb. 8) 
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Aus dem Satze tiber den H6- 
henschnittpunkt und mit k als 
Umkreis folgt: 


4’. Die drei Schnittpunkte 
der Seiten eines Dreiecks mit den 
durch den Umkreismittelpunkt O 
gelegenen Senkrechten zu den 
Verbindungslinien von O mit den 
gegentiberliegenden Ecken, liegen 
in einer Geraden. (Abb. 9) 
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usW. 


Ein entsprechender Gedan- 
kengang kann zur Konstruktion 
von Modellen (n > 2)-dimensiona- 
Abb. 9 ler EG verwendet werden. 


O JEDNOM MODEI.U EUKLIDSKE GEOMETRIJE 


Vladimir Devidé, Zagreb 
Sadržaj | 


U 1. je, jd Elštavanjem svojstava pola” i polare, konstruiran | 
model Yt euklidske geometrije (EG) u ravnini na plohi (dobive- | 
noj izbacivanjem jedne točke iz projektivne ravnine) koja je, topo- | 
loški, Mébiusova traka. »Točke« su predočene (projektivnim) prav- | 
cima, a »pravci« točkama. Pojmovi »između«, »paralelnosti«, » : 
ljine« i »kuta« svedeni su definicijom na odgovarajuće pine 
polove odnosno polare danih elemenata. 


Na aa eee zakljuéeno je u 2. da deri 
n na a M odgovara geki »dual 


PERIODISCHE LOSUNGEN IM 
DREIKORPERPROBLEM 


Radovan Vernić, Zagreb 
b 


Theorem I: Das Dreikčrperproblem lasst sich vollstandig 
durch die Transformation vom SUNDMANschen Typus 


dt=S(r)du (1) 
regularisieren, wo S(r) =S(T,,T,, 73) eine sog. SUNDMANsche 
Funktion ist, die symmetrisch und homogen 1° in allen drei Distan- 


zen Ti = mj mx (i = 1, 2, 3) ist. Insbesondere gilt das von der Trans- 
formation SUNDMAN-LEVI CIVITA 


du 
dt — (2) 
wo V das Potential (= —Epo#) des Systems materieller Punkte 


mi (i = 1, 2, 3) bedeutet. Die Losungen des Problems sind mittels des 
Parameters u uniformisiert: 


rjz=r;(4) G=1, Zrehte= T(u) (3) 


womit jedem Werte der Zeit t aus (—oo, +00) genau ein Tripel 
der Distanzen 7; zugeordnet ist*). 

Beweis: a) Die Differentialgleichungen des Problems 

ax, aV ay, aV Gz, o Va 

Lge Toe TED mide = O92 sara 0 x, @S1, 2, 3) (4) 
sind genau fiir die Zusammenstésse rj = 0 singular; entweder beim 
bindren oder Zweierstoss Ti; = 0 fiir ein bestimmtes i, oder beim 
terndren oder Dreierstoss (allgemeine Kollision) mit 7, = T, = 7, = 
= 0. Das sind zugleich genau alle Singularitaten der Lésungen des 
Dreikčrperproblems. (PAINLEVE 1897, SUNDMAN 1907). 

b) Wir fiihren die Transformation (1) aus: 


d? x; d 2) d e i du id (z =. 


pad? vdij-aduN\ du dt} de 8. .du\S.. du 


* Fiir alle vorkommenden Begriffe, Bezeichnungen,. Literatur und 
anderes vgl.: R. Vernić, Diskussion der Sundmanschen Losung des Drei- 
korperproblems (Zagreb 1953). 
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Dann wird das transformierte Differentialgleichungssystem des 
Problems: 


died, Be AV 
—_ | e) a ee (5) 
du Sadu m; 2x 
oder: 
dex, iz gS) dx, S52 ey i 
pale i ee ©) 


c) Nun werden gemdss den Grenzrelationen fiir binare Zusam- 
menstésse (SUNDMAN 1909) und tern&re Zusammenstésse (SUND- 
MAN 1907 — VERNIC ae die einzelne Grčssen Null in folgenden 
Potenzen von Ti: 


as - dr, dx; Ry Dig: 


Sori, Or, wr; ETE ~ > ean oe 2, skom on wr. 
Daher wird: 
dx, age dx, dx, dx; oskar S2 - eV Or, 
e hae ro At? Ore at = dr, Om; 
k=1 = 
regular. 


Es. sei to der Ga AI so wird beim Grenzibergatem 


li 
u mz d 2 


ae € 4 272), pe aac weehene | 


ata mete ees 
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e) Insbesondere gilt der Beweis fiir die Transformation (2) mit 
dem Differentialgleichungssystem 


d I iS 1 .OlnV ts 
du die). m; a x, ,...;5 (9*) 
oder: 
d? Lj ras sie d V d x; 1 9 V g 
dai tet Yd a “u mi Vž ax; neg (6") 


Wize DoW. 


Theorem II: Die Formel von LAGRANGE (1772) im Drei- 
korperproblem 


et eee 
ee SVT 2h (10) 
(h = Gesamtenergie) mit der LAGRANGEschen Funktion (polares 
Tragheitsmoment) 
2 EJ r? : a 
f=) 9 bzw. Je oboma < 19) 


i=1 : i— 


und wo 


3 S 
M mim, 
Ke v=\)——= * 
ist, lautet nach der Regularisierung (Uniformisierung) (2): 
d dai 2h 
gad’ aa) = Mie) (13) 


(VERNIC 1951). 

Theorem III: Fir die periodischen Lčsungen des Dreikor- 
perproblems sind die LAGRANGEsche Funktion und das Potential 
periodische Funktionen derselben Periode. 

Beweis: a) Es sei die allgemeine Lčsung des Dreik&rperpro- 
blems durch die Formeln (3) dargestellt. Dann sind die eect 
Lésungen mittels 

ort +2) —=1;() G= 1, 2; 3) (14) 


charakterisiert. Die Zeit ist aber eine monotone Funktion des uni- 

formisierenden Parameters u (SUNDMAN 1907), also niemals pe- 
riodisch: 

T(0)=0, T(e)== (15) 

dioni 


du Vu 


>0. (16) 


Dann folgt: 
rj (@) =r, (0) =r,9, ry (u+ko)=r; (u) 
@esd, 2.55 & a0 LM 2, 28.) (17) 
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b) Somit gilt nach den Definitionen (11) (12) gleichzeitig: 
J(utko)=J(u), Vđu+ko)=V(u) (18) 
w. z. b. w. 


Theorem IV: Die periodischen Lésungen des Dreikorper- 
problems sind unter den periodischen Lésungen der Gleichung (13) 
enthalten. 

Beweis: a) Nach Satz III ergeben periodische Lčosungen des 
Dreikérperproblems (17) gewiss periodische Lésungen (18) der Glei- 
chung (13). 

b) Daraus folgt jedoch noch nicht die Umkehrung. Es ist zwar 

r2>0,\ 7.20; J>0, > Vžo (19) 


‘fiir alle u. Aber beide Gleichungen (18) sind in Ti To Ts, OESt zwer 
Gleichungen fiir drei Unbekannten und es gibt im besten Falle 
(wenn beide Gleichungen gleichzeitig gelten) noch immer oo! Tri- 
pel {r, To Tat so dass neben (18) die Gleichungen (17) nicht erfiillt 
sind; alle diese Tripel sind untereinander verschieden. W. z. b. w. 


Lemma I: Die Ergebnisse der Untersuchungen iiber die 
Gleichung (13) im allgemeinen. Dreikérperproblem gelten nicht not- 
wendig auch fiir das restringierte Dreikérperproblem in besonderen 
relativen Koordinatensystemen. 

Beweis: a) Dann wird namlich in (11) (12) wegen m,=0 
dauernd J = oo, V = oo und die Formeln verlieren ihren Sina = 

b) In absoluten Koordinaten dagegen gelten (11*) (12*) nach | 
- wie vor, die »Tragheit« und Energie beziehen sich hier auf die 


beiden endlichen Massen, nur der dritte Term m, verschwindet. | 
W. z. b. w. 


Lemma II: Die notwendige Bedingung fiir Genidene er 
sungen im allgemeinen Dreikérperproblem ist h <0. 


“ag a) Es sei im Gegenteil h > 0. Wegen Ma folgt aus a 
a d dJ 
| jedenfalls- a ee > 0. Also nimmt (kp mit u immer e 
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Beweis: a) Die Transformation (2) ergibt fur (3.) die Form 
(wegen (15)) ‘ 


u 


beg A A = 
aN PE" 1 (0) "= 01 (21) 


Also ist nach (19) jedenfalls 
T (—u) <0, T (u)>0 (u=0). (22) 


Nun integrieren wir (13) einmal und bekommen wegen (21) 
und (19) mit V =F0: 


at ed u TA (u) | V(0) /aJ 
=a : 3 
\ V (u) ah ZORU V (u) ko ) (23) 


b) Wiederholte Integration ergibt: 


M T@dé teas 
I (u) soy=a{f fas = +2) Za + LEZI 


Die ae OS lassen sich ausfuhren: 


| HE [s: re) - [roas=uro (rod, 
frags Sey =2[reare=[r @) ERA 


Das ka die Baha tiie (20); w. z. b. w. 

KorollarI: Die Formeln aus Theorem V. sind fir den Fall 
des Zweik6rperproblems verifiziert. 

Beweis: a) Der Einfachheit halber fiihren wir den Beweis nur 
mit den Formeln des elliptischen Falles durch; dieser Fall ist aber 
fiir uns hier der wichtigste, weil er allein die reelle periodische 
Bewegung im Zweikčrperproblem darstellt. 

Hier hat man (die Konstanten sind hier etwas verschieden von 
jenen in meiner eingangs zitierten Arbeit, um bessere Analogie mit 
dem Dreikérperproblem zu erzielen): 


Ae et le OR es a 2 
Se te Bee Ane daka! du? 
Kreme : 


b) Also lautet (20) hier, wegen: 
J(u) = 7 a — €cosu)?, 7 (u) = Ze (u— €sinu), AV A 


r=a(1— écosu) 


links: J (u) —J (0) = as [2e — «2 — 2e cos u + e? cos? u], wahrend h = 
== ze rechts dasselbe ergibt: SE [2e — e2 — 2e cos u + €? cos? u]; 
4a ; . : 


wz. bo We 


prosa 
7 
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Theorem IV: Es sei 
a: plava 
Lo=hP G,)t esate (24) 


eine lineare Differentialgleichung in selbstadjungierter Form, mit 
J, (u), J, (u) als Fundamentalsystem von Integralen der homogenen 
Gieichung L (J) = 0, deren WRONSKIsche Determinante 


Ji (u) Jo (u) 


Ji (u) Ja (u) 


ist. Dann ist eine »Grundlčsung« ein partikulares Integral der ho- 
mogenen Gleichung 


W w= (25) 


1. Jo($) Fy (u) — I (6) Jo (0) ‘hee (26) 


AE TE ee ee 
yu, => KOI 8) — dd (©) Ja’ (8) a 


dessen Nate an der (willkiirlichen) Stelle u = € einen endli- 
chen Sprung hat, den wir zu ig 1) mittels des Nenners —W (é) = 


3 alae roza cry ko S 


Das allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung Due cs O 
lautet dann 


4 
a 


a ee ae 


Toa fren sede +s shite hen > ena 


Far die Randwertaufgabe der Periodizitat Era es = 


ro=kto, (2) =(23) 
sae wird eine spezielle grinčitevag die sog. GREENsche Fun 


E, 
+ 
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unter Beachtung der Symmetrie 
G (u,š)= G(é,u) y(u, §)=y (€,u). (33) 


(Beweis in den Lehrbiichern der Differentialgleichungen, z. B. sehr 
einfach in: Hoheisel, Gewčhnliche Differentialgleichungen, Samm. 
Goschen 920, 2. Aufl. 1930; p. 80 f. und Kap. III.) 


Theorem VII: Im allgemeinen Dreikérperproblem fiihrt die 
Randwertaufgabe der Periodizitit auf eine vollstandige lineare Dif- 
ferentialgleichung (13) mit p=#0, q=0 dann, wenn 


J@w= x a .Va= as . Ru=ta(l—echku), 
i 
k=) t pS<0,a-0 34 
RES že ( ) 


also im Falle der LAGRANGEschen (konischen homothetischen) 
exakten Lésungen. 

Beweis: a) Wirklich ist nach Korollar I und den bekannten 
Eigenschaften der exakten Loésungen von LAGRANGE (1772) die 
Gleichung linear und vollstandig (p == 0, q=F0 in (24)): ri =o: - R, 
oi = const, und die o; genigen im Dreiecksfalle der Bedingung 
0, = 02 = 04, wahrend im linearen Falle die LANGRAGEsche Glei- 
chung 5%: E (0) = 0 erfiillt ist. Der Proportionalitatsfaktor (das Ho- 
mothetieverhaltnis) R = R (u) variiert nach den Gesetzen des Zwei- 
k6rperproblems. 

b) Es gilt also nach Korollar I: 


d?R 
Tu is. (35) 


mit der charakteristischen Gleichung 

1 —0 (36) 
(nach der Substitution R = e*“). Beide Wurzeln dieser Gleichung 
sind: k, =k, k, =—k mit k= be (Vgl. die sog. »BOHLINsche Inte- 


gration« in meiner zitierten Arbeit). W. z. b. w. 

Korollar II: Die allgemeine Lčsung des Zweikorperpro- 
blems ist eine periodische Funktion der Regularisierenden (Unifor- 
misierenden) u und der Zeit t. (Neue Integration des Zweikčrper- 
problems). 

Beweis: a) Die 2 a3) wird hier nach Korollar I und 
Gleichung (35) nt 


2 


Ei Sea, (35%) 


u2 
Hier ist also 
bD@=rtr, fo=aj p=1, quail... hS0. ee: 
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Die WRONSKIsche Determinante ist 


ku eu 1 


W (u) = 


keku=—he—ku |: ra daje 


k —k 
sobald h=0, was wir auch in (35*) schon vorausgesetzt haben. 


Den parabolischen Fall werden wir also gesondert behandeln 
miuissen. 


b) Nun folgt durch elementare Rechnungen: 
* 1 eee ek 3 es ez“ 1 
y¥u%H= +> 2k SRE gems eee y Ps cee a 


sp thk(u—8) Ho BEN 


Spek (G—u)...u Zé, 


Die GREENsche Funktion ist auch periodisch und symmetrisch: 


1 k (u—£) 
oR? nee, 
G(u,g) = 


1 ke) | 
kr: u E 


c) Mit y (u, é) und G (u, €) laien wir nach (28) (31) partikulére | 
und allgemeine eon her: 


ro(u) = ( y(u8) f(E) dé, re (uw) = i G (u, Dia. jE 
Wir bekommen: Ka Sin. od E 


Pjera ae | (su) reeks aaa 
BEE = 1, diesen 


m 
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d) Da aber beide Fundamentalintegrale e+ž“ dieselbe Periode 
wie Tx (u) haben, ist das allgemeine Integral periodisch. Die An- 
fangsbedingungen zur Festlegung der c,*, c,* in (31) seien (wie 
bekannt): (Symmetrie) c,* = GC; Ta (0) = 7, (0) = 1, = ¢,* ree 


a 


= Tmin = ta(1—e), e x 1; daher: c,* = c,* = +— (1—e) und da- 
durch gibt (31): 


= 2 


r(u)=--a (1— échku\ 
oder explizite 
elliptischer Fall 
eee ep ees) 
hyperbolischer Fall | 
eo U jeo Via 50: 


wegen chiu = cosu. W. z. b. w. 


r= a(echu— 1) 


Korollar III: Die parabolische Bewegung im Zweikorper- 
problem mit h = 0 ist degeneriert periodisch mit unendlich grosser 
Periode. 


Beweis: a) h = 0 ergibt da =P (35**) 
mit dem allgemeinen Integral r (u) == neb Ctr ace, 


b) Die Grundlésungen und die GREENsche Funktion gibt uns 
das Fundamentalsystem 7, (u) =u, rT, (u) = 1 der homogenen Glei- 
chung r” (u) = 0. Die WRONSKIsche Determinante: ist W (u) = 
=|" ay 10. also wird 

1 0} 


Sage) eu SE 


2 u> E 


u. 
ACI Eu ; cp=| 


u 


|H 
sm 
= 
| 
im 
— 
ll 


5 E—u)...us$ 


c) Jetzt werden die partikularen Integrale 


To (u) =p{ers + ool, Tk (u) =? le: ku). 


Das allgemeine Integral nach (31) schreiben wir wegen 7 (0) = 

p 
= 7(0) +0, r (0) = r (0) = 0 (Extremum): o ae Cee == Pa eda u 
hee c,*; (pu), + ¢,* = (pu), + c,*. Also ist c,* beliebig und 


a * 2 
folgt wie vordem aus Tmin = = =c,. Dagegen muss c, = ¢c,* = 0 


und o ={° 


sein. Das bekannte allgemeine Integral r (u) = 7) (W) + 
% : 


FEA 6, = i (1 + u2) nčtigt uns zu o = oo. W. z. b. w. 
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Theorem VIII: Im allgemeinen Dreikérperproblem ist die 
Gleichung (13) vom Bho ge od 


= BN 25! kt | 
LD= breg I 2+ ey lah) (37) 
mit dem Fundamentalsystem von Integralen 


J, (uw) =T(u), jo(u) =1.° (38) 

Das partikulare Integral, das die Lésung der Randwertaufgabe der 

Periodizitat darstellt, unterscheidet sich formal von dem allgemei- 

nen Integral der Gleichung (37) nur durch eine additive Konstante. 
Beweis: a) 


irs =0, ving vo af), 


ae J (w=c¢y T(u) + e°1 1. 
- WRONSKIsche Determinante: 


T(u) 1 i 
1M) ai Vw)? 
V (u) 


ausserhalb der Zusammenstosse. 


Die Zusammenstčsse bei pd Bahnen miissen also ge- 
sondert diskutiert werden, 


5 crac 2 Ures=relvinfee 
Pio Se a 
ae an? aoa 


~ 


sas; 


Periodische Lésungen... 257 


Beweis: a) Fiir die Gleichung 
AN=SL()+4J=f(u) (42) 


sind alle periodischen Lésungen gegeben als Lésungen der Integral- 
gleichung 


Jw) =A\ Gu HJ db=e(u), ew=lEwasgaé, (43) 
0 


0 


Die Losung dieser Integralgleichung ist nun durch die Resol- 
vente (ičsender Kern) 


D (u, §; 4) = G (u, §) 4 (44) 
gegeben. Es gilt die L&sungsformel 


J(u) —A\ Pu & Ae Ods=sw. (45) 
U 


b) Es ist aber in unserem Problem A = 0, also sind nach (43) 
(45) alle periodischen Lčsungen der Randwertaufgabe (29) durch 


Jn (u) =a) G (u, £) f (8) dé (46) 
0 


gegeben (vgl. (31) im Satz VI). 

c) Andererseits sind nach (40) die periodischen Lčsungen J, (u) 
aus dem allgemeinen Integral (20) der Gleichung (13) gewonnen. 
Diese Methode gibt also wirklich alle iiberhaupt mščglichen periodi- 
schen Lčsungen. W. z. b. w. 


Theorem IX: Die Randwertaufgabe der Periodizitat im all- 
gemeinen Dreikčrperproblem fiihrt auf die Stossbahn (singulare 
Trajektorie oder Ejektionsbahn) als partikulares Integral. Die allge- 
meinste periodische Lésung ist durch die Bedingung 


ee) aga [h (2) =; Teo) T (0) (47) 
0 0 


charakterisiert. Diese Bedingung lasst sich durch geeignete Wahl 
der Zahlung des Parameters u (oder der Zeit t) vom Momente des 
Minimums J (0) = J(m) 20 einfach schreiben: 

o+2hT(o)=0 (48) 


oder aquivalent: 
€ 2 
fr@as=-hP@=-Z- (48*) 
0 
Beweis: a) Nach Satz VIII ist: 


pw =2{r ra turw—fT@ath+ a{aPo+ {reas 
0 0 
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Die Randbedingungen der Periodizitat 


ES djae2(dje 
Jeo) =). (Fe) =(Fe), (29) 
fuhren auf 
Je (u) —Jx(0) = 2 {i T? (u) +u T(u) — j rash. (49) 
0 
Nun ist 
dje _ PJENE a 
id Toa 2{2n Tew -p Vali yey EO oe 
und damit lauten die Randbedingungen 
ie 
NO) =) (@) =2 {2 hT2(@) +0 T(0)) ,0= one (50) 


b) Um den Stossbahnen zu entgehen, miissen wir auf das all- 
gemeine periodische Integral zuriickgreifen. Denn (50) ergibt fur das 
partikula&re periodische Integral (49) nur die Alternative 

(2h T(0) +0 Z>0. 
o V(e)=o. 
Wegen der besonderen Form in (49) bedeutet aber die erste Mog- 


lichkeit: J,(0) = J,(@) = 0, also den tern&ren Zusammenstoss, wah- — 
rend die zweite Méglichkeit daneben noch den bin&ren Zusammen- 


>» 


stoss ergibt mit W(w) = 0. Dass wir in (29) gerade das Minimum | 


haben, ist entweder aus J > 0 klar, oder folgt aus (13). Das Lem- 


ma II werden wir hier nebenbei aufs Neue gewinnen. | 


c) Das allgemeine Integral unterscheidet sich nach (40) von ~ 


J» (u) sowieso nur in der Konstante (formal, denn die Struktur der — 
Funktion Z (u) ist hier eine andere), und wir haben aus (29): 


(09 —J0.=2 [0 Pw) oT) < Praasjivo(i Ž ih cao ls 


ge “ 
i vo=2(e7 Teo) s 


AR u ie: : i s 


X 


e 
= 
ke 


se 


ae 
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(it) =(22).=* o 


du du 
Dann sind (47) und (48*) untereinander dquivalent. 


d) Nebenbei haben wir gewonnen: wegen u > 0, Ve zi 


R dé C ow 
tie) = 0 S ele) CF = ee 1 
(u) j Vs € muss auc ) (€) dé ze = 0 gelten, was 
h<.0,w reell \ 
h >0,@ imaginar 
riodischen Lčsungen gilt also Lemma II. W. z. b. w. 

Korollar IV: Die Methode der Theoreme VIII+IX gibt im 
Zweikčrperproblem wieder dieselben Ergebnisse wie in Korollar II. 

Beweis: a) Wir nehmen das Fundamentalsystem von Integralen 
wie in den genannten Satzen, nehmen aber rechts gleich 


sofort die Alternative ergibt: | . Fur reelle pe- 


o u 
bolia a(l—e cos £) 


(sonst lasst sich die nur formal angeschriebene »Losung« (20) oder 
(40) u. s. w. nicht wirklich ausrechnen: in dieser Hinsicht ist die 
jetzige Methode keine neue Integration!). Dadurch wird 


©? (u—ésinu)...u2>& 


4 


Tu) =, (u—ésinu), G(u,é)= 
SE (Eek ima aE 
u 


Hier haben wir noch den elliptischen Fall, also h = — == 0. 


b) Nun ergibt 2hT ()=— 57 (oe sin w)=—o oder sin w= 


=0 aus (48), wadhrend (48*) auf cosw=1 fuhrt. Also eindeutig 

@ = 2kz. Die anderen Formeln lassen sich leicht durch Ausftihrung 

der Integrationen verifizieren, insbesondere (40). Die Randbedin- 
2 

gungen lauten hier: ae (1—e)? = af —ecos w)?, 0 = me (1— 

—£c0s w) + sin o. Fiir h > 0 verlaufen die Rechnungen vollkommen 

analog, wenn wir imagin&re Perioden zulassen. W. z. b. w. 


8. 

Theorem X: Die einzigen periodischen Losungen des allge- 
meinen Dreikérperproblems sind die LAGRANGEschen exakten 
Lčsungen (Schlussatz). 

Beweis: a) Nach Satz VII sind die LAGRANGEschen Lčsungen 


periodische Lésungen des Problems. Sobald wir also die periodi- 
schen Lésungen unserer Gleichung (13) auf den Fall von Satz VII 
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(34) beschrinken, haben wir a fortiori die Identitat der periodi- 
schen Lčsungen des Dreikérperproblems und der Gleichung (13) 
bewiesen. Hier brauchen wir also nicht die zwei anderen LAGRAN- 
GEschen Gleichungen fiir das Korperdreieck, die sehr kompliziert 
gebaut sind. 


b) Untersuchen wir nun, unter welchen Bedingungen in (0, o) 
bestandig die Entwicklung gilt: 


ey (4) (52) 


v—=U 


Der Einfachheit halber setzen wir 
1 
== 53 
Vu) = Ra) (53) 


und untersuchen die Bedingungen ftir die Entwicklung 
i) = Svar (54) 
v=0 


c) Die Frage ist keineswegs trivial, denn erstens werden wir 
aus der Existenz von (54) bei den periodischen Lésungen sogleich 
die Behauptung des Satzes beweisen kčnnen, diese Eigenschaft 
kann somit nicht allgemein erfiillt sein. Ausserdem kénnen wir 
leicht (im Gegensatz zu Satz III/2, IV/2) ein Gegenbeispiel kon- 
struieren: 


‘ ‘ z nE 
1) u=u; mri ESmrn=mrs=3; Vi=M, Ri = 473 


1 
Also gehčren zu gleichen Werten von V BR verschiedene 


Werte von J (man beachte, dass in dem Beispiel die Dreiecksrela- 
tionen erfillt sind). Die 6 Werte rj,ri” kénnen wir als gegeben 
ansehen, dann haben wir die »erste Randwertaufgabe«, die im 
allgemeinen lésbar sein wird. Daher existieren Trajektorien des 
Problems, bei denen die Entwicklung (54) nicht im (0, @) mčglich 
ist, denn sie ist eo ipso eindeutig. 


d) Dagegen ist die erste Bedingung fiir die Existenz der Ent- 
wicklung (54), die Monotonie von J = J (R), immer erfillt. Wegen 
J=J(u), R=R(w) gilt 


a te Si 
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ied med R 
dR au: “ieee (55) 


Namlich: ausserhalb der Zusammenstčsse sind J >0, R > 0 positiv 
definite homogene Funktionen in r,,r,,r, vom Grade 2 bzw. 1. Sie 
erreichen ihre Extreme genau fiir ir, 7, r,' = Extrem, also gleich- 


ad dR 
zeitig a = Gu — 9; nach dem EULERschen Satze tiber homogene 


aR 
or; 


= 3 
Funktionen (vgl. f) ist: ¥\ a] 7; = 2) > 0, a 
heal 27; 


i=1 Sl 


ASR 0p de 


aR 
= I sE #0; daher werden J,R im »Kubus« rj < 1; < ri“ gleich- 


zeitig = J min, R = Rmin; J” = Jmaz, R = Raz. 
Ist weiter J = 0 semidefinit, so bedeutet Jmin = 0 den terna- 


ab 
ren Zusammenstoss; dabei ist gleichzeitig V = R=0. Ist umge- 


kehrt R = 0 semidefinit, aber nicht zugleich J = 0, so hat man den 
binaren Zusammenstoss. Dann ist aR 0, aber nach (23) wegen 
7 0 zugleich “e. = 0. Also ist im Intervall (Rmin, Rmaz) J (R) 
jedenfalls monoton und da J und R zugleich wachsen oder fallen, 
gilt auch das Plus-Zeichen in (55) dauernd. 


e) Die zweite Bedingung ftir die Existenz der Entwicklung (54) 
ist die Eindeutigkeit von J (R), die nach b) nicht immer erfiillt ist. 
Fiir die periodischen Bahnen ist jedoch die hinreichende Bedingung 
erfullt, dass die Zeit t eine ungerade Funktion der Regularisieren- 
den (Uniformisierenden) u ist: 


T (u) =—T(—u). (56) 
1 
Denn dann sind J(u) als Integral von T (u) und V (u) = Rw als 
Ableitung von T (u) gerade Funktionen von u, also symmetrisch, 
wie man leicht nachrechnet. Daher nehmen J (u) und R (u) gleich- 
zeitig dieselben Werte im Wachsen wie im Fallen an, und zwar 
symmetrisch in u = 0, also auch in u=w u. s. w. Damit ist die 
verlangte Eindeutigkeit von.J (R) sichergestellt. 
Die Bedingung (56) ist gerade fiir die periodischen Bahnen 
erfullt. Denn: 


wo + 2hT (0) =0 (48) 
und 
—o+ 2hT (—o)=0 (57) 
bedeuten fiir die Funktion 
WD (u) =T (u) + T(—u) (58) 


Pe eet) Shalt PV oo RTV 
dass # (kw) = 0, (4). = V(ko) V(—ko) KW Vo 
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Funktion Y (u) ist aber als lineare Kombination von. partikularen 
Integralen T (u), T(—u) der homogenen Gleichung L (J) =0 auch@ 
ein partikul&res Integral dieser Gleichung, und daher notwendig 
V (u) = 0;-w. z. b. w. 

Wir notieren noch die Beziehungen 


T (Kou =K'T(o)+T(tw; Zo=(TOWdt 
‘ (59) 


© (Kw) = K+ 9(w) +(2) T(0)'0...0(Ko+u)=25(Ka) + KuT (0) +2(u). 


f) Aus der Existenz der Entwicklung (54) folgt sofort die Be- 
ii 
hauptung des Satzes. Denn aus (11) (12) (13) folgt: Pero : 


= R(07,, 072, 073) = 0-R (7); J (ori) = 0 J (1) einerseits. Andererseits i 


ist nach (54): (Jori) = Ya, R? (ori) = sy 40. P=? J = ey) he 
v=0 v=0 : v=) 
Das ist jedoch nur méglich fiir: a, +0, a, = 0 (v= 2). 

Es steht ausser Zweifel, dass fir J, R die Eigenschaften der 
homogenen Funktionen ausgentitzt werden kénnen. Dennoch kčnnte | 
jemand gegen den eben gegebenen Beweis einwenden, er setze die 
Existenz eines solchen Wertes u voraus, dass auf den Trajektorien | 
neben ir, 7, 7,1 auch 10r,,07,,07,t liegen; und die Existenz eines - 
solchen w.miisste erst bewiesen werden. Jedenfalls miissen wir | 
darauf aufmerksam machen, dass diese Voraussetzung noch keines- | \ 

. wegs die Homothetie der Kérperdreiecke wahrend der Bewegung | 
i mit dem Homothetieverhiltnis o in sich einschliesst. Denn fiir die | 
Ty 


LAGRANGEschen Losunijkji muss dauernd 5, = sein, und nicht 


nur fiir zwei »Pseudomomente« u a. Es est also ze »eireulus | 
vitiosus« vor. <a 


enz eines solehen Faktors Ca. 
rekt (ohne Benutzung eben dieses 


ek is ose seer 
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Nun ergibt (54): 


oy = VW va RI. aR 
or; i 4 4 


y=0 


daher: 


Es folgt: 2a, = va, oder: a, = 0, ay= 0, (v= 2). 
Daher gilt gerade fiir die periodischen Lésungen 
J = ay: R’. (60) 
Zugleich hat sich herausgestellt, dass die Bedingung der Symmetrie 
fur die Eindeutigkeit von J = J(R) nicht nur hinreicht, sondern 


auch notwendig ist, denn sie hat periodische Bewegungen zur Fol- 
ge. W. z. b. w. 


Schlussbemerkung: Durch-die vorangehenden Satze ist 
das »POINCAREsche Problem« im Dreikérperproblem, n&mlich die 
Frage iiber die periodischen Lésungen dieses Problems, vollstandig 
gelost. An sich ist das Ergebnis (Satz X) sehr natiirlich: da niemand 
nach LAGRANGE (1772) im allgemeinen Dreik6rperproblem kon- 
krete periodische Bahnen finden konnte; und da man auch im 
restringierten Dreik&rperproblem zeigen kann, dass es ausserhalb 
des mitrotierenden Koordinatensystems, d. h. im Inertialsystem, 
keine weiteren (geschlossenen) periodischen Bahnen ausser den LA- 
GRANGEschen gibt (vgl. meine Habilitationsschrift: R. VERNIC, 
Die Bahnen des restringierten Dreikorperproblems, dargestellt im 
Inertialsystem; Zagreb 1952, Abh. Stidslav. Akademie d. Wiss. u. 
Kiinste, II. Abt., Nr. 4) — so ist das angegebene Ergebnis sehr 
plausibel. Es steht hingegen im schroffen Gegensatz zu der Mei- 
nung der meisten Mathematiker und Astronomen, die auf Grund 
der Resultate von POINCARE die Existenz ganzer Familien von 
periodischen Bahnen im Dreikérperproblem als bewiesen ansahen. 
Der Ausgangspunkt der Untersuchungen von POINCARE in seinem 
Fundamentalwerke »Les méthodes nouvelles de la mécanique céle- 
ste« Tome I (1892) iiber die periodischen Bahnen (erster Gattung) 
ist das zweifach degenerierte Dreikérperproblem: eine endliche 
Masse m, = 1 und zwei infinitesimale Massen m, = a, u = 0, m, = 
=a, “= 0. Die Bewegung zerfallt in diesem Falle in zwei unab- 
hangige KEPLERsche Bewegungen von m, und m; um m, nach 
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den Gesetzen des Zweik&rperproblems. Die Bewegung ist somit 


dauernd periodisch (und reel fir h < 0). Nehmen wir nun u in 
m,,m. verschieden von Null, aber genigend klein-an, so geben 
die Entwicklungen der vorkommenden Grčssen im entstandenen 
»kleinen Problem« die Existenz periodischer Bahnen auch fir sol- 
che geniigend kleine u=#0. Je nach den Eigenschaften der Aus- 
gangsbewegung fiir u = 0 (ebene Kreisbewegung e = 0, i = 0; ebene 
Ellipsenbewegung € #0, i = 0; ršumliche Ellipsenbewegung € #0, 
i=E0) haben wir die periodischen Losungen mit w+ 0 erster, zwei- 
ter oder dritter Art. Dabei ist die gleiche Periode wie fir u =0 
(also T) vorausgesetzt; dies sind die periodischen Lčsungen erster 
Gattung. Fiir die periodischen Lésungen zweiter Gattung (Tome III, 
1899) ist die Periode ein Vielfaches mT von T. Dass aber solche 
periodische Lésungen wirklich mit ay +0 und a,=-0 auftreten, 
hat weder POINCARE noch jemand anderer bewiesen. Es ist die 
Existenz solcher periodischen Lésungen nur im Falle a, = 0,a, = 0 
(Probléme restreint) sichergestellt. Wegen u <o& hat POINCARE 
somit den Existenzbeweis ftir periodische Lčsungen nicht einmal 
fiir das restringierte Dreikčrperproblem beendet. Das erreichte erst 
die »Kopenhagener Schule« von Elis STROMGREN durch nume- 
risches Experiment, indem sie ganze Familien von periodischen 
Bahnen fiir »grosse« u fanden. Ausserdem kann man darauf hin- 
weisen, dass der Beweis von POINCARE iiber die Nichtexistenz 
eindeutiger Integrale, der unmittelbar auf die Untersuchungen iiber 
periodische Bahnen im angefiihrten Werke folgt, auch als ungenii- 
gend und von geringerem Geltungsbereich als angegeben aufge- 
zeigt worden ist. Daher scheinen mir die Ergebnisse dieser Arbeit 
in keinem Widerspruch mit dem zu stehen, was POINCARE wirk- 
lich bewiesen hat. 

Die vorangehenden Resultate kénnte man als typische »Sund- 
manians« ansprechen. Sie lésen vollstandig eine wichtige Frage 
im Dreikérperproblem, bereichern aber andererseits nicht unser 
positives Wissen tiber die Eigenschaften allgemeiner Bahnen des 
Problems. Es muss jedoch hervorgehoben werden, dass durch die 
Originalergebnisse SUNDMANs aus 1907, 1909 bzw. 1912/1913, durch 
die »Sundmanians« in meinen Arbeiten (1950, 1951) und in dieser 
Arbeit auch folgende wesentliche Erkenntnis tiber die qualitativen 
Eigenschaften allgemeiner Bahnen des Dreikérperproblems gewon- 
nen ist: im allgemeinen sind die Bahnen transzendente Kurven 
ohne besondere mathematischen oder physikalischen Eigenschaften, 
ausser vielleicht der Zusammenstésse. Es bliebe also noch, neben 


der »stabilité a la POISSON« (POINCARE, a. a. O. Tome III), die | 


CHAZY viel untersuchte, die sehr spezielle »stabilité compléte ou 


Stabilité 4 la LAGRANGE« zu untersuchen, was mir jedoch erst 


im n-Kérperproblem wichtig erscheint. 


nep — 
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PERIODIČNA RJEŠENJA PROBLEMA TRIJU TIJELA*) 


Radovan Vernić, Zagreb 
Sadržaj 


U .prvom dijelu članka dolaze teoremi egzistencije za potpunu 
integrabilnost problema triju tijela, napose u slučaju periodičnih 
rješenja. U 1. teoremu izvodi se elementarno potpuna regularizacija 
odn. uniformizacija problema triju tijela transformacijom SUND- 
MANova tipa (1) spec. (2), koju je autor uveo 1951 u svojoj diser- 
taciji. Zatim se u 2. teoremu s pomoću nje transformira LAGRAN- 
GEova formula na oblik (13) i s njom dalje isključivo operira. Ta 
jednadžba među svojim periodičnim rješenjima sadrži sva periodič- 
na rješenja problema triju tijela; izuzet je restringirani problem 
(3. i 4. teorem i lema 1.). Zatim se ponavlja od prije poznati nužni 
uvjet za periodična rješenja h <0 u lemi 2. Konačno se 5. teore- 
mom eksplicite, ali samo formalno, osnovna jednadžba (13) potpuno 
integrira do općeg integrala (20) uz oznaku (21). Svi izvodi provje- 
ravaju se na problemu dvaju tijela u korolaru 1. 

U drugom dijelu članka primjenjuje se na periodična rješenja 
jednadžbe (13) teorija GREENovih funkcija iz rubnih problema 
običnih diferencijalnih jednadžbi i uspostavlja veza s teorijom inte- 
gralnih jednadžbi (teoremi 6, 8, lema 3). Rubni uvjet periodičnosti 
vodi na potpunu linearnu diferencijalnu jednadžbu s konstantnim 
koeficijentima u slučaju LAGRANGEovih koničnih egzaktnih rje- 
šenja (7. teorem). U korolarima 2—3 izvodi se spomenutom teori- 
jem GREEN-ovih funkcija nova integracija problema dvaju tijela, 
dok se u teoremu 8 za opći problem triju tijela dobiva parabolički 
tip jednadžbe (37) s periodičnim integralom (40), koji se od općeg 
razlikuje (formalno) samo za konstantu. Parametar u brojimo od 
ekstrema prema (41). S pomoću teorije integralnih jednadžbi doka- 
zuje se, da su dobivena periodična rješenja najopćenitija i karak- 
terizirana uvjetima (47) odn. uz pogodan izbor konstanti, s pomoću 
(48) ili (48*). Završava se verifikacijom na problemu dvaju tijela 
u korolaru 4. 


U trećem dijelu članka dolazi samo glavni i završni teorem 10: 
Jedina periodična rješenja općeg problema triju tijela su LAGRAN- 
GEova egzaktna konična rješenja. Dokaz se izvodi u više koraka: 
a) čim pokažemo, da u općem slučaju za periodičnost opet vrijedi 


* Prvi put saopćeno u kolokviju Društva matematičara i fizičara 
NR Hrvatske 1. IV. 1953. (Uporedi »Glasnik« Ser. II, T. 8. (1953), p. 154). 
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(34), onda je tvrdnja dokazana zbog teorema 7; b) zato istrazujemo 
kada vrijedi razvoj (52) ili s pomoéu (53) razvoj (54); c) protupri- 
mjerom se pokazuje, da pitanje nije trivijalno; d) monotonost funk- 
cije J (R) je uvijek ispunjena (55); e) za jednoznačnost je dovoljan | 
uvjet (56) simetričnosti, a to baš nastupa kod periodičnih rješenja; | 
1) dakle se razvoj (54) reducira na (60) t. j. u biti na (34), što se na 
dva načina utvrđuje. Usput smo dobili, da je uvjet simetričnosti 
i nuždan. q. e. d. Na kraju se razmatra, zašto autor smatra, da 
nije u nesuglasnosti s onim, što je POINCARE 1892 doista dokazao. 4 


KE. 


(Primljeno 8. IV. 1953.) 


PRILOG DARWINOVU IZVOĐENJU MAGNETIČKOGA 
MOMENTA ELEKTRONA I POZITRONA 


Vladimir S. Vrkljan, Zagreb 

Poznato je, da je Darwin!) pokazao, kako se u Diraco- 
voj teoriji elektrona 1 pozitrona može izračunati magnetički mo- 
menat tih čestica primjenom specijalno napisanih matrica (općenito 
je to pokazao P. A. M. Dirac). Ali je, koliko mi je poznato, 
Darwinova metoda pokazana primjenom takovih Diracovih 
matrica, kod kojih su samo četiri elementa različita od nule*). 

Međutim se može postaviti pitanje, da li postoje Diracove 
matrice sa svih šesnaest elemenata različitih od nule i kako se u 
takvom slučaju primjenjuje Darwinova metoda. Da takove 
matrice doista postoje, može se pokazati na ovom primjeru“): 


1) C. G. Darwin, Proceedings of the Royal Society (A), 118 (1928), 
654—680. Vidi i A. Haas, Materiewellen und Quantenmechanik, 1930, 
str. 181, te nadalje: A. Haas, Theor. Phys. II (1930), str. 369. 

2) P. A. M. Dirac, Zur Quantentheorie des Elektrons (Quanten- 
theorie und Chemie), 1928, str. 92. — P. A. M. Dirac, Proceedings of 
the Royal Society (A) 117 (1928), 610—624. 

3) Vidi radnje, navedene pod }). 

4) Da matrice, navedene gore pod (1), nijesu jedine Diracove ma- 
trice sa šesnaest elemenata različitih od nule, moze se lako pokazati; 
ovdje navodim samo kao primjer još i ove matrice: 


Li. pk — rar 
Zi ram 1—i 1 i ies 
m va Peres ee Seo 4.1 
Les bated: 1—ii—1 
(1a) 
Tora fect St t= ii 
kae Libs beki; 
S CTI ME VOSS! Lae Ri 
Bo E heme in 1 


Moglo bi se pomisliti, da se poznatom transformacijom U ie dime 
povoljnih Diracovih matrica a, (k = 1, 2, 3, 4) može lako doći do 
Diracovih matrica sa svim elementima različitima od nule. Međutim, 
stvar se sastoji u tome, da treba pogoditi takovu matricu U, koja će 
sve četiri Diracove matrice (inače povoljno uzete) prevesti u one 


sa šesnaest elemenata različitih od nule. 


268 Vladimir S. Vrkljan, Zagreb, 


1, Site —1i 1—3 
ste) Fas NEE fe 8 pet a 
Sh A |W ay ees KTA ey Be se sE 
1—i—il rz ni 
' (1) 

1—i 1-i zrake wal 

uh ie PI fj tolle: 3 
er Pika 0 ED Mea radno) 
partes ei l—ii—i 


Onda Diracove jednadžbe, napisane na osnovi tih matri- 
ca, glase 
P,[W+W+i(P+VW)] +P[—W+Y+i(P2— Vy) + 
+ P3[Y,+ 3 —i (Wo + Vy] + moe [— YW, + Vy 4+ i(—W¥2+- W3)] — 2P,¥;=—0 
P, [i (— WY, + Vy) — Vy + We] + Po [—i CY, + Vy) + Wot Wl + 
+: P, [i (VW, — Wz) —Vo + Wy] + moc [i (WY, + Vy) + Vo + Vs] — 2P, Vo=0, 
PIE Py Ph ee — Pala ee ae eee JE 
+ Ps [Wy + V3 + i(¥. + Vp] + moc [—i (CY, + By) + W.+ Bs] — 2P, ¥3;—0, 
Py [P,-+- Vp — i (8a + ¥s)) + Ps li 8, +g) vr Pe 
+ Pe fi (8, — W5) + Fy — Va) + moe [Vs — Ys + t(— VP, + Va)] —2P, ¥,=0. | 
ja ee (2) 
Ako prvu od ovih jednadžbi »množimo« sa P, —P, + P,— 
—m,c + P,, drugu sa iP, + iP, — iP; —im,¢, treću sa iP, + P, + 
+P, tim, c i konačno četvrtu sa P,;—iP,—iP, + mje, pa sve 
tako dobivene jednadžbe zbrojimo, El iradie konačno 
(P2+P2+P2+ me — PZ) w, + 
oke ZIP (P.P,— jos + W,) + Ws + v4) me (P,P; — BPM. 


ee kei lik: W,+ bitin M+ “dt 
ae =e E = 
Pe Coe APO Wyt+ ie + Bis ii | 


gig 


Prilog Darwinovu izvođenju... 269 


metoda za izračunavanje magnetskog momenta elektrona (odn. po- 
zitrona). Ali je svakako interesantno spomenuti, da se metoda val- 
nog paketa, kako se čini, u ovom slučaju ne može upotrijebiti, a 
bit će tomu vjerojatno razlog, što matrice, s kojima radimo pri- 
mjenjujući tu metodu, treba da su valjda posebno konstruiraneš). 


(Primljeno 5. V. 1953.) 


BEITRAG ZUR DARWINSCHEN ABLEITUNG DES MAGNETISCHEN 
MOMENTS DES ELEKTRONS UND DES POSITRONS 


Vladimir Vrkljan, Zagreb 
Zusammenfassung 


Der Verfasser stellt sich im Aufsatz die Frage auf, ob in der 
Diracschen Theorie die Matrizen bestehen, in welchen alle 
Elemente verschieden von Null sind. Es wird gezeigt, dass solche 
Matrizen in Wirklichkeit bestehen und sie werden unter (1) und 
(la) angefihrt. 

Es wird dann weiter gezeigt, welche Operatoren an die mittels 
der Matrizen (1) aufgeschriebenen Diracschen Gleichungen an- 
zuwenden sind, um das magnetische Moment des Elektrons bzw. 
des Positrons nach der Darwinschen Methode zu berechnen. 


a+ 


5) Glasnik matematitko-fizitki i astronomski, (II) 6, (1951), str. 49—56 


REAL AND ORDINAL NUMBERS AS SETS OF 
RATIONAL NUMBERS» 


George Kurepa, Zagreb 


It is an astonishing historical fact that transfinite ordinal 
numbers were discovered altogether so lately as in the last quarter 
of the 19 century (by G. Cantor). It is also a historical fact that 
so late as in the second half of 19 century the arithmetical defini- 
tions of real numbers were done (by Weierstrass, Dede- 
kind and Méray-Heine-Cantor, respectively). In this 
Note we shall see how, starting from the set PR of all parts of 
the set R of rational numbers, we can simultaneously build the 
theory of ordinals as well as that of real numbers led by a simple 
logical idea concerning logical quantifiers. 

By the passage from N to R one is aware of the following 
two phenomena: 


1) Although the new set R has not the principal property of 
N to satisfy to minimum principle, it is to be well-ordered, there 
are several sets C R each of which is well-ordered. 


2) There are infinite subsets X C R each of which has the 
following striking property: almost all points of X are included in 


arbitrarily small intervals; e. g. the set 7 of all + (n — N) is almost 
n 


all contained in every neighborhood of 0. Now, it is a simple logical 
principle to consider the sets w R, C, of all such X C R satisfying 
1) and 2) respectively. And a simple organization of wR and Ci 
will lead us to, what is meant, ordinal numbers and real numbers 
respectively. E. g. the main idea in the organization of wR consists 
in the principle of juxtaposition, by means of which starting from 
two (any) well-ordered sets one gets again a well-ordered set. So 
it turns out that ordinal numbers are much simpler than are real 
numbers. That real numbers appeared earlier than general ordinal 
numbers, the reason is the tremendous importance of real numbers 
in applications especially for various mensurations. In that con- 
nection it is interesting to observe how Denjoy [1] built denu- 
merable ordinals starting from real numbers. 


1) The matter of the article is a part of a colloquium in Zagreb, Fe- 
bruary 1, 1950 (cf. this Journal 5, p. 42 1950 and Kurepa [2]) and repro- 
duced in the lecture Sets and numbers I did, November 30, 1950 in the 
University of California in Los Angeles. 
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Notations: 

kX denotes the ordinal number of X.v is vacuous set. If 
X,Y are sets, X + Y denotes the set of all sums x + im (Ce 
U = Y). Analogously, one defines: the direct difference X — Y, the 


direct product XY and the direct quotient + respectively. X < Y 


means xy (x = X, y = Y). Let us observe that X \ Y denotes 
the set of all the points of X no of which belongs to Y. CX denotes 
the complementary set of X (relatively to a given set, that can 
vary from case to case). If o is a notation for a binary relation 
or equality, then 0,, @, denote the first and second part of o 
respectively. For instance (6.1), denotes the first part of (6.1) i. e. 


the set (1 E = () CI (s. later § 6). 
n 


Sometimes, we shall write in two columns, left one and right 
one dealing with real numbers and ordinal numbers respectively. 

A statement concerning real (resp. ordinal) numbers is indexed 
with r (resp. with mw) if the corresponding assertion for ordinal 
(resp. real) numbers is indexed with w (resp. 7). 


The aim of this note is to define simultaneously the real con- 
tinuum C, and the set I (@,) (of all ordinal numbers each of which 
is 0, finite or denumerable) respectively as certain subsets of R 
corresponding to two (above referred to) phenomena in the set R 
of rational numbers. 


The set 

(0.1) N=1,2,3... eel cere 

of natural numbers is a part of the set 

(0.2). ~~ R==rp ro.+-->T,, GEN) 


ia Sores ik on = 


a 


ofall rational numbers: N C R. For each n = N, the initial interval 
(0.3) I(n) or I(n;N) 

consisting of x = N satisfying x < n is vacuous (v) or finite, so 
that almost all natural numbers succeed to n. This property is the 
main property of the principle of complete induction. The same 


1 ab = 3 
property implies that the set N of E (n = N) is almost completely 


included in every neighborhood of 0. That is to say: in the set R 

there is an infinite set, say S: contained almost completely in arbi- 

trarily small intervals. Thus, in the set R we are dealing with 

the two phenomena 1) and 2) referred to previously. The pheno- 

menon 2) suggests us to put the following. 

: Definition: if a set X CR be such that for each n = N 
there is an interval I of R satisfying 
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(0.4) 
(0.5) 
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bX) kh (XC); 


(diameter of I) dI <= s 


we shall say that the asymptotic diameter of X is vanishing and 


write 
(0.6) 


dok 0. 


Now it is a natural question as that to consider, in the set PR 


of all X CR the set 
(0.7) Cy or C 


(0.7) wR or I(@4) 


of all the subsets X C R each of which 


is infinite and satisfies daX =0. 


is well-ordered. 


A simple organization of the set (0.7) will convince us that it is 


identical with the set of all 


real numbers. 


Lemma 0.1 

If X = C,, then the increasing 
sequence X,,X,,... of naturals 
is uniquely determined so that 


ie 


yee xeon 


are the points of X so as they 


are occurring in the ordering | 


(0.2) of R. 


Lemma 0.2. For any 


~ 


— 


Order in the set (0.7) | 


ordinal numbers of the second 
Candomiclass 


emma 0.424. 

For every X = wR there is a 
subset X, in every interval of R 
so that X and X, are similar. 


Lemma 0.2. For any | 
nn EN, I NEVvR. | 


~ 


* aw 


gan spe tijknag fa 
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re m) 


if and only if re Zry as well as 
ru as ee 


Theorem 1.1. In order that 
IX = Ty it is necessary and suf- 
ficient that x Uy <= (0.7). In 
order that rx <ry it is neces- 
sary and sufficient that there are 
intervals Ix,Iy so that 

k(x \ I.) < 8 
k(iy NL) < 8 
Hue: 
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ox =Vy 
if and only if 


OxS@y, Oy< Ox. 


Theorem 1.1. In order that 
oOx<oy, 
it is necessary and sufficient 
that the set x be similar with a 
proper initial interval of y. For 
ONY AN. (nh) wR. 
If n<cn’,, then 
ol(n)<ol(n). 

Also N = wR. 


2. Summation in (0.7). The sum, denoted, 


(2.1) bd = PA 

of numbers X,Y = (0.7) is the 
set [x + o(x)] 

of all sums x + o (x) (X S X), o 
being any one-to-one mapping 
of X onto Y. 


(2.1) oX+or 

umon X, UY, 

WHET ky, je WRX, <, 
and wX, = wX, wYy = oY. 


The existence and consistence of (2.1) is to be proved. 


At first, the existence of such 
a mapping op is obvious: it suf- 
fices to put 
AAC tih 
(cf. Lemma 0.1). 
It remains to prove that for any 
two such mappings 9, y, the 
equality rt +9 (x)] =r [x + 
+ y, (x)] holds and that, conse- 
quently, the definition of sum is 
consistent. According to T. 1.1, 
one does prove that 
[e+ (x) U [x + 1) <Q. 
Now, let ¢ > 0; let Iz, I, be 
two intervals each of length 


= > and such that sets I, \X, 


lj SY are < No then the in- 
terval 

I=I, + 1 
has the length e and contains all 
but finitely many points 
np ot p(x) (ve X) 
and that proves (2.2). 


In virtue of L. 0.1 we can sup- 
pose that X, is in any interval 
I, and Y,in any interval Iy>Iz. 
To prove the independence of 
(2.1) from the special choice of 
Xa Yo, let X’, Y’ be also so that 
Xe 


oX Ope oy; 


then it is to be shown that 
Sf WY) => o(XU u.) . 


Now, if gy, p is the similarity 
of X onto X, and X’ respectively; 
and yw, y’ the similarity of Y 
onto Y, and Y’ respectively, it 
is obvious that o y—! is a simi- 
larity of X, onto X’, and that 
y’ wt is amapping by similarity 
of Y, onto Y’. The mapping f of 
X, UY, that is equal to gy’ py 
and y’ y—! in X, and Y, respec- 
tively maps by similarity X,UY, 
onto xy. 


Ai 
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3. Multiplication. The product 

(3.1) PAGE NA 
of real numbers X, Y 
is defined as the set 

[x E (x)] 
of all rational numbers 

xe(x) (x <X) 

g being any one-to-one mapping 
of X onto Y. 


The existence and consistence 
of the real number rX »rY is 
to be proved analogously as in 
the case of the sum. 


(3.1) oX-oY 


of ordinal numbers X, Y is any 
element of wR that is similar 


with the set X X Y ordered by 


the principle of last differences: 
if 
Z:9) = XY uE=12) 
then 
(g yi) < < (x2, 9 ») 
means either y, = i; OL Ys =e 
Ly Xp. 

At first, one sees that X X Y 
so ordered is well-ordered; since 
k(X XY)< Ny X X Y is simi- 
lar with a subset of R, thence 


the existence and consistence of’ 


(3.1). 


4. As a simple exercise one proves the: 


Theorem 4.1. The set C, is 
relatively to the summation and 
the multiplication a commutative 
ordered field, say 

(Ci; +3+)5 


=. is the neutral additive ele- 


ment; 1+ S is the unity in this 


field. For any X = C, one has 
rX$r(—N=E; 
moreover a. 0 novije ze then 


Theorem 4.1. The set wR is 
an additive and multiplicative 


semigroup, in which the right 


distributive law holds 


— @A(OB+ OC) —w1-oB+ 04-oC. 


The system of sets 
10, Jar Rape aan (n SN) 
has the same properties re 


at) ) 


elite 
vely to order, addition and malt i 


the mapping 
m. 


tiplication as the i oh u ne- 


oo ee 
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Lem ma'4.1. If x Cz. then 
mak 0 m eee x ef I 


There is neither a first nor a 
last point in C,. 


CI 


Tne nim as elie x1 (0) 
phew x 1.eel-(,) and sa xk 
+1; the difference x—1 does 
not exist necessarily. There is no 
last point in I1(@,);0 is the ini- 
tial point in I (@,). 


5. Definition of real numbers and of ordinal numbers respectively. 


The elements of the set 


CrmorsG sot (0:7 
will be said 
real numbers 


to R or I(@,) of (0,7) 


ordinal numbers 


provided that the organization i. e. ordering, summation and mul- 
tiplication of the set be done as in §§ 1, 2 and 3. Moreover the 


embedding (connection) 
of R into the set C, 


of non negative integers into the 
set wR 


is effectuated by the mapping (4.1). 
To avoid every ambiguity, any subset X C R such that X = (0.7), 


if considered as 


real number may be denoted also 
by rX. 


6. Some properties 


Lemma 6.1. The ordered set 
C, is dense. 

At first, let x, y be 2 distincts 
real numbers; that means that 
there are two disjoint intervals 
I,, Iy such that the sets x NI, 
y NI, be finite. Let I be an in- 
terval C R between Iz, Iy; then 
every z <I is between x and y. 
Thus C, is dense; since z = R, 
this proves also that R is every- 
where dense in C,. 

Lemma 6.2. There is a de- 
numerable subset of C,, which 
is everywhere dense in C,; in 
particular R = C,. 

This is a consequence of the 
proof of L. 6.1, since z is bet- 
ween x and y. 


ordinal number may be denoted 
also wX. 


of sets C,,I (w,). 


Lemma 6.1. The ordered set 
I (w,) is totally well-ordered; 
every non void subset SC wR 
has a unique initial element; in 
particular, 0 is the initial ele- 
ment of I (,). 

The initial element of all fol- 


‘lowers of any x = I(@,) is x1 


(in general == 1+ 2). 

Let us prove that S has an ini- 
tial number. Of course, we can 
suppose 0 non S S; now let 
s — S; sisa well-ordered sub- 
set of rational numbers and every 
ordinal a C s is equal to a uni- 
que initial interval 1, of s. Since 
the system of all such I,g’s is 
well ordered, the same property 
holds for that subset of Is — 
and thus for the a's also — that 
are associated to all a < s such 
That eda Se 
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Lemma 6.2.0w. There is no denumerable subset of I(w,) 
which would be everywhere dense in I(w,). In particular, for any 
non void S CI(w,) such that kS< N, one has sup S = I (@,); 
and thus sup S + 1non E S, S being the closure of S. 

S being a dsnumerspis system of well-ordered subsets C R, 
let S,(n < N) be the sequence of alls < S; let S'n be a set simi- 
lar with S, and located in 


(a5 a, + 


Ak ae ts thei 


(n = aye) 
where 


n—1 


e = Dorr 


Of course a = USS = I (w,) and Sn<.(a(n SN); thus sup S Za; 


hence sup S = Sj (w,). In particular, between a + 1 and a + 3 there 
is no clement: of S, what means that S is not everywhere dense. 

Theorem 6.1. The ordered set (0.7) has no gaps. 

Let I be a proper initial section of (0.7); let I have no terminal 
point; to prove that its complement CI has an initial point X. In 
the case of the set I(w,), the existence of X is obvious, the set 
I(w,) being well-ordered (of L. 6.1) and since CI # v. 

In the case of C,, let X be defined as the subset 


ran lap 
of (0.2) in the following manner: let rs, = Ti let rz, be the first 
integer >> 0 so that rz, >Tx,; for each n S N, let Xn be the first — 
i integer > Tn—1 SO that Tan Txn—g: Of course, the set X is uniquely 

‘ _ determined and we shall prove that it is the initial element of CI. 
1 There is no point a <I such that X <a. bs 
Ss In opposite case, R being everywhere dense, there would be : 
s ar = ROI so that a<r thus X <r; let r = rn; then the point — 
ae a Sees would be taken in consideration at least for the Sinan of 
contrarily to X < tm. a zi 

ove that X S C,. ig > 
;, we shall prove the following Rae es He 
ae NS |) and every prope ial 


the ‘point r Tx, 
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Eithar — @ Tor 2 € Cr. 
n n 
: af: 
First case: Fo I. Note p the integer satisfying 
Pp = Ta a ha = CI; 
n n 
P nee ik Dawa 2 
but —+— = I+— and thus =1(6-1) i. 
n n n n 
a 
Second case: > < CI. If 0 <I; thn 0+ = 61),. 
n 
It remains the case 0 = CI. If — = = I; then 


d ije 
——+>—€ 6-1). 
n n 


If —=<1, let q < N satisfy 
Ser Te To ee EC 
n n 
thus 
1 1 
m Pa a 
mn n — 


That proves the lemma 6.3. To prove X = C,, let Zn < (6.1),; thus 


Zn — — <— I and almost all points of X are located in the interval 


(Zn — = ,Zn) whose length is = ; that means that d, X = 0, thus 


X SC, thence X = CI and it is obvious that no point of CI pre- 
ceeds X. 
7. The cardinal 28% of C and the cardinal &, of I(@,). 

Theorem 7.1. r. There is no knowledge about the set of 
cardinals > N, and <kC, = 2 According to Cantor hypothesis 
28) = N,, there is no cardinal located between &, and 280 (cf. K u- 
repa [3]). 

Theorem 7.1. w. The cardinal Ny of I(w,) is an immediate 
successor of N,; for each cardinal m < N,, necessarily m Ny. 

That N, < Nu, this is obvious from lemma 6.2. Now, let m < 
< Ni; that means that there is a set and even an initial interval I 
of I(w,) so that m =kI. Of course IC I(w,) since kI< Ni 

Let X E I(w,) \ I; X is a well-ordered set of rational num- 
bers and I is similar with an initial section I, of I; thus kI = 
=kL<kX <, thence the requested relation m S No. 
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REALNI I REDNI BROJEVI DEFINIRANI KAO SKUPOVI 
RACIONALNIH BROJEVA 


Đuro Kurepa, Zagreb 
Sadržaj 


Izgleda čudnovato, da su beskonačni redni brojevi uvedeni 
(G. Cantor) istom u posljednjoj četvrti prošlog stoljeća. I 
aritmetičke teorije realnih brojeva datiraju iz druge polovine pro- 
Slog vijeka (Weierstrass, Méray, Heine, Cantor). Me- 
dutim, uočilo se ovo: s jedne strane u skupu R racionalnih brojeva, 
ma da on sam nije posve dobro uređen kao što je to skup N i na 
čemu se osniva princip totalne indukcije, ipak R posjeduje mno- 
štvo dobro uređenih dijelova; sa druge strane pojavljuje se ose- 


bujna okolnost da R sadrži beskonačnih dijelova (na pr. skup > 


i 1 4 : i ; S 
svih razlomaka eb sa svojstvom da im je glavnina sadržana u 


proizvoljno kratkim intervalima. Onda je to jednostavna logička ope- 
racija — međuigra logičkih kvantifikatora — da se promatra skup 
wR odn. skup C, svih takovih X CR koji imaju prvo ili drugo 
opisano svojstvo. "A onda, jednostavno organiziranje tih dvaju sku- 
pova (tako da se izjednačivanje, uređenje, sabiranje i množenje te 
veza sa N odn. R vrši po propisima iz §§ 1, 2, 3) dovodi nas do 
saznanja, da na taj način, paralelno, dolazimo od skupa R: i 
na linearni kontinuum C, i na skup I(w,) svih Cantorovih brojeva 


"mrp 
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od kojih je svaki: 0, konačan ili prebrojiv te time na uobičajeni niz 
0,1,2,... rednih brojeva nadovezujemo beskonačne redne Canto- 
rove brojeve, od kojih je najmanji w, a dalje se, bez kraja i Sve 
nadovezuju: 


ae as OO —— 2, 2 1, |. ns, O?..., 0%, 0s 


Time se dolazi do komparativna izuéavanja linearnog konti- 
nuuma C, i skupa I(w,) svih rednih HEI od kojih je svaki 0, 
konaéan ili prebrojiv. 

Teorija takvih Cantorovih rednih broiesa logički je jednostav- 
nija od teorije realnih brojeva; tako na pr. stepen beskonačnosti 
N i svih tako uređenih različitih rednih brojeva je neposredno veći 
od &, — t. j. od stepena beskonačnosti ili kardinalnog broja skupa 
N prirodnih brojeva. Kako se u tom pogledu vlada kardinalan broj 
gNo kontinuuma C,, to je još velika naučna sl ae (isp. Ku- 
repa [3]. 

Napominjemo da je Denjoy fl] dao jednu Se rednih 
brojeva polazeći od realnih brojeva. 

U knjizi Teorija skupova prikazao je Kurepa (1) ne samo za 
prebrojive nego i za druge redne brojeve kako njihovu sode mogu 
a dobro uređeni skupovi. s“ 


oor 
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UBER DIE UNABHANGIGKEIT mod (G) DER 
GANZZAHLIGEN LINEARFORMEN 


Sibe Mardešić, Zagreb 


1. — Es sei (xx) eine beliebige Menge von Elementen x.!) 
Im Folgenden betrachten wir die Gruppe aller endlichen Linear- 
formen 


(1) > 9ETx, 
k 


wobei die Koeffizienten gx aus einer beliebigen Abelschen Gruppe 
G genommen sind. Genauer gesagt: wir betrachten diejenigen Ab- 
bildungen f der Menge (xx), mit Werten aus G, ftir welche f (xx) = 
= 0 fiir alle xz € (xx), ausgenommen endlich viele xx, fiir die der 
Wert f (xx) =- 0 werden kann. (Zwei Abbildungen sind gleich dann 
und nur dann, wenn sie in allen Elementen von (xx) tiberein- 
stimmen.) 


Die naheliegende eon der Summe zweier solcher Funk- 


tionen 
(2) (fy + f,) x = Fk LE: 


macht aus dieser Menge eine Abelsche Gruppe, die wir mit G (xx) 
bezeichnen.?) 

Wir fiihren folgende iibliche und bequeme Bezeichnungen ein: 
9x x bezeichnet diejenige Funktion, die tiberall Null ist, ausser in 
ee wo sie den Wert gx annimt. Wegen (2) kann jede Funktion aus 

G (xx) in der Form (1) dargestellt werden. Die Summe bezieht sich 
dabei, wie stets im Folgenden, auf endlichviele Summanden. Alle 
xx, die in (1) ga men: sind voneinander verschieden. 

Aus F3 


“ae. 2 2 gen =0, 


PNiiticlement der G; G (zu fo of ont rg. : 
e Darstellung eens ete ae zA me Pi 
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Durch die Tatsache, dass das Produkt mg einer ganzen Zahl m 
und eines beliebigen Elementes g = G definiert ist, wird die Gruppe 
D (xx), wo D die Gruppe der ganzen Zahlen ist, eine besondere 
Rolle spielen. Es ist n&mlich méglich, auf. natiirliche Weise, eine 
Multiplikation zwischen G und D (xx), mit Werten aus G (xx), ein- 
zufihren. 

Es sei das Produkt g.lxx einfach die Funktion g 1x, und das 
Produkt 


(3) 9X =9g (2 axxx) = (4,9) xx, 
k k 


9 = G, ay <= D, X < Dea). 


Wir sind jetzt in der Lage, den Begriff der linearen Unabhin- 
gigkeit eines Systems (Xi) C D(xx), in Bezug auf eine Abelsche 
Gruppe G zu definieren, was wir kurz »Unabhingigkeit mod G« 
bezeichnen werden. 

Definition 1. Ein System (Xi) C D (xx) ist unabhingig mod G, 
wenn jede endliche Teilmenge von (Xi) unabhingig mod G ist. Ein 
endliches System 1X, ,.., Xn} C D (xx) ist unabhiingig mod G, wenn 


gi=0, i=1,..,n, eine notwendige Bedingung fiir das Bestehen 
der Relation 
(4) 2Q;=0, g EG ist) 

i=] 


Wir konnen diese Definition verallgemeinern, indem wir den 
Begriff der Unabhangigkeit in Bezug auf eine Menge von Gruppen 
(G) einfuhren, was wir als »Unabhdangigkeit mod (G)« bezeichnen. 

Definition 2. Ein System (Xi) € D (Xi) ist unabhdngig mod (G), 
wenn es unabhdngig mod G fiir jedes G = (G) ist. 

Ein besonders wichtiger Fall ist S sthanden, wenn (G) die 
Klasse aller Abelschen Gruppen bedeutet. In diesem Falle spre- 
chen wir von »universaler Unabhingigkeit«. Dabei benutzen wir 
den Begriff der Klasse aller Abelschen Gruppen lediglich um der 
Definition der Unabhangigkeit, in Bezug auf jede vorgegebene 
Gruppe, eine bequemere Form zu geben. 

Das System (xx) und jede seiner Teilmengen sind Beispiele 
von universal unabhangigen Systemen. 

Den entgegengesetzten Fall, die leere Menge von Gruppen, 
schliessen wir aus unseren Betrachtungen aus. Ebenso schliessen 
wir aus, weil unwichtig, Mengen (G) die aus lauter Nullgruppen 
bestehen. Jede Teilmenge von D (xx) ist gegeniiber einer solchen 
Menge unabhangig. 


Bezeichnen wir mit N(G) die Menge aller Systeme (Xi) © | 


C D (xx), die unabhangig mod (G) sind. N(G), C N (G), bedeutet 
also, dass aus der Unabhangigkeit mod (G), die Unabhangigkeit 
mod (G), folgt. N (G), = N (G), bedeutet, ase aus der einen Unab- 
hangigkeit die andere folgt. 


3) Vergleiche Alexandroff-Hopf, Definition auf Seite 225. 
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Wenn wir die Ordnung, die die Beziehung C zwischen den 
Mengen N (G) hervorruft, auf die Gruppenmengen (G) tbertragen, 
so erhalten wir eine partielle Ordnung aller Gruppenmengen, die 
das Verhaltnis zwischen der Unabhangigkeiten mod (G) fur ver- 
schiedene (G) darstellt. Im Folgenden werden wir zeigen, dass diese 
Ordnung unabhangig von der Wahl der Menge (xx) ist. 


(G), <(G), wenn N (G), E N (G),, und 
(G), =(G), wenn N (G), = N (GQ), . 


Die Hauptaufgabe dieser Abhandlung ist eine Untersuchung 
der Mengen N (G), der Ordnungsrelation < und der Aquivalenz == 


Wir fiihren die Zeichen < und = ein, und schreiben 


(5) 


2. — Eine grundlegende Rolle wird in allen folgenden Betrach- 
tungen eine Menge p(G) von Primzahlen spielen, die jeder Menge 
(G) zugeordnet ist.*) 

Definition 3. p(G) ist die Menge aller Primzahlen mit der 
Eigenschaft, dass fiir jedes p S p(G) wenigstens eine Gruppe 
G = (G) und wenigstens ein g = G existiert, derart dass g F0, 
ip 2 — 0st 

Bezeichnen wir mit I(p) die Menge aller Vielfachen von p, 
so gilt 


Satz 1. Die Menge \JI(p), p =< p(G), ist identisch mit der 
P 


Menge m (G) aller ganzen Zahlen m, mit der Eigenschaft, dass fiir 


jedes m — m(G) wenigstens eine Gruppe G = (G) und wenigstens 
ein g = G eristiert, derart dass g=E0, mg = 0 ist. 


Zuerst beweisen wir die Beziehung m (G) C UJ I (p), p = p(G). 
Pp 


Ist m <= m(G), so existiert ein Element g’ und eine Gruppe G’, 
9 EG < (G), mit der Eigenschaft mg’ = 0, g #0. Folglich 
kann m nicht +1 sein. Da der Fall m = 0 trivial ist, k&nnen wir 
voraussetzen, dass m sich in Primfaktoren zerlegen lasst, also m = 
= +t p,-p.--+-Pn. Jetzt werden wir zeigen dass wenigstens ein 
pi, i= 1,..,n, zu p(G) gehčren muss, z. B. p,. Im entgegengesetzten 
Falle, wiirde es pig 0, i=1,..,n, sein, u. zw. fiir jedes g 0. 


Folglich, wegen g #0, ware p,g +0, als auch p,p,g +0, ~ 


u. s. w., endlich auch mg = +p, -p,..- png’ == 0, was jedoch der 
Eigenschaft von g’ widerspricht. Es sei also p, S p(G). Da m= 
=p, § (2p, «.. PMmrE 1(p,), so folgt 


(6) m = UI (p), PE p{G). 
P 
Umgekehrt, wenn (6) erfiillt ist, so gibt es ein solches p’ S 


= p(G), dass m S I(p’) und somit m = qp'. Dann gibt es ebenso 
ein Element g’ und eine Gruppe G’, g EG < (G), wo g +0, 


4) Siehe z. B. Satz 6. 
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Pg = 0, folglich auch mg’ = 0. Dies bedeutet, dass m — m(G), und 
somit UI(p) © m(G), p < p(G). 


p 

Satz 2. Fiir jede Menge P von Primzahlen gibt es eine Menge 
von Gruppen (G) mit der Eigenschaft p(G) = P. Wenn P die leere 
Menge ist, so haben obige Eigenschaft die Gruppenmengen (G) = 
= 1Dt und (G) =1R!t (wo R die additive Gruppe der rationalen 
Zahlen ist). Ist P nicht leer, so hat jedenfalls die Menge (Dp), p S P, 
die geforderte Eigenschaft. Dabei ist D, die Faktorgruppe D/pD. 

Beweis: Ist mg = 0, m <= D, m0; g<— D oder g ER, dann 
folgt g = 0. Die Mengen piD} und p{R} sind daher wirklich leer. 
Es sei nun p S P, dann ist Dp € (Dz), p SEP. Da es in D,, Ele- 
mente gibt mit g =F0, so wird p’ = p(D,), p= P, d. hh PC 
C p (Dp), PZ P, weil p Dp, = 0. 

Es sei nun umgekehrt p € p(D,), p € P. Nach Definition 3 
gibt es ein p =P, und ein g+0, g = Dy, mit der Eigenschaft 
Pg =0. Das ist nur mčglich wenn p’ = 0 (mod p) ist. Da p’ eine 
Primzahl ist, wird notwendigerweise p’ = p = P. Folglich ist 
p (Dp) <P, p <P. 


3. — Wir ftihren jetzt, in zweckmassiger Form, einige bekann- 
te Begriffe und Tatsachen an, auf die sich die im Folgenden vor- 
kommenden Beweise stutzen. 

Definition 4. Unter elementaren Transformationen des Systems 
(Xi) E D (xx) versteht man folgende Abbildungen des Systems (Xi) 
in D (Xx): 

a) Die Abbildung, die ein Element Xi in das Element —Xj 
iiberfiihrt, wihrend alle iibrigen Elemente aus (Xi) unverdndert 
bleiben. 

b) Die Abbildung, die ein Element Xi in das Element Xi + X; 
iiberfiihrt, wo Xi=E Xj; Xi, Xj = (Xi), wihrend alle iibrigen Ele- 
mente dus (Xi) unveriindert bleiben. 

Hilfssatz 1. Ist (Xi) ein System, das aus (Xi) durch Anwen- 
dung endlich vieler elementarer Transformationen entsteht, so muss 
es auch umgekehrt moglich sein, in ahnlicher Weise, durch noch- 
malige Anwendung endlichvileler elementarer Transformationen, 
(Xi) aus (X;)’ entstehen zu lassen. 

Hilfssatz 2. Esseif eine elementare Transformation des Sy- 
stems (Xi), oder das Produkt einer endlichen Anzahl solcher Trans- 
formationen. Wenn (Xi) die Untergruppe D (Xi) € D (xx) erzeugt"), 
so erzeugt auch (f Xi) dieselbe Untergruppe. Ist (Xi) unabhangig 
mod (G), so ist auch (f Xi) unabhaéngig mod (G). Das gilt fur jede 
Menge (G), insbesondere fiir (G) = 1D!. 


5) Eine Menge A von Elementen einer Abelschen Gruppe erzeugt 
eine Untergruppe dieser Gruppe, wenn die Elemente der Untergruppe 
mit allen endlichen linearen Kombinationen von Elementen aus A mit 
ganzzahligen Koeffizienten zusammenfallen. A ist eine Basis der Unter- 
gruppe, wenn es diese Untergruppe erzeugt, und unabhangig mod D ist. 


so wird r=n 
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Definition 5. Unter elementaren Transformationen einer endli- 
chen ganzzahligen Matrix versteht man die folgenden Transforma- 
tionen der Matrix: 

a) Vorzeichenwechsel einer Zeile [Spalte], 

.b) Addition einer Zeile [Spalte] zu einer anderen Zeile [Spalte]. 

Hilfssatz 3. Es sei {X,,.., X,t ein endliches System von 
Elementen aus D (xx), und es selte: 

(7) X= D> aux aaa S. jn; avE (ar); b= Aes, 
Lal 

Wenn jetzt f das Produkt von endlichvielen elementaren 
Transformationen der Zeilen [Spalten] der Matrix (aix) ist, so 
gibt es eine Abbildung g, die das Produkt endlichvieler elemen- 


tarer Transformationen der Elemente 1X,,.., X,t [der Elemente 
{x,,.-,Xmt] ist, mit der Eigenschaft 
(8) p Xi = 2 Ff (dix) xe, 
k=1 
(9) [KG=2ii6v)ops:l,i=il,-,n9 
k=1 


Hilfssatz 4. Jede endliche ganzzahlige Matrix (die im All- 
gemeinen auch rechteckig sein kann), kann durch endlichviele ele- 
mentare Transformationen auf Diagonalform iibergefiihrt werden.®) 

Hilfssatz 5. Es sei (Xi) ein System, das die Untergruppe 
D (Xi) erzeugt, und 1X,,.., Xn? eine endliche Teilmenge von (Xj). 
Dann gibt es eine endliche Reihe von elementaren Transformatio- 
nen, die (xx) in ein System (yx) tiberfiihrt, und ebenso eine endliche 
Reihe von elementaren Transformationen, die (Xi) in ein System 
(Yi) tiberfiihrt. Dabei geht 1X, ,..,Xnf in ein System {Y,,.., YntE 


C (Yj) uber, fiir welches 


Yizuny, a0; t=1,...rSnj 
(10) i Y'=0, fp A 5: 
=D Yi = (Ya) gilt. 
(yx) wird eine Basis von D (xx), wahrend (Yj) die Untergruppe D Xi) 
erzeugt. Ist. ue (Xi) unabhangig mod als fir reed ik 


= 


pr nem 


prezime i priva 


“xa 
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Die elementaren Transformationen, aus denen g und op“ zusam- 
mengesetzt sind, kénnen als Transformationen des gesamten Sy- 
stems (Xi) bzw. (xx) betrachtet werden, falls man festlegt, dass sie 
alle Elemente ausserhalb des Systems 1X,,.., Xnt, bzw. iki PI 
unverandert lassen. Wenn wir o (Xi) mit (Yj) und o" (xx) mit (yn) 
bezeichnen, so folgt nach Hilfssatz 2, dass (Yi) die Untergruppe 
D (Xi) erzeugt, und dass (yx) eine Basis der Gruppe D (xx) ist. Be- 
zeichnen wir endlich mit Y,,.., Yn die Elemente aus (Yi), in welche 
die X,,.., Xn ubergefihrt worden sind, und mit a; die Elemente 
auf der Diagonale der Matrix f (aix), so gehen die Relationen (11) 
in (10) uber. Ist ausserdem (X;) > N(G), so ist nach Hilfssatz 2, 
(Y;) = N (GQ). Folglich kann Y; = 0 ftir kein i gelten, daher r = n. 


4. — Satz 3. Hat die Untergruppe D (Xi) C D (xx), mit der Basis 
(Xi), die Eigenschaft, dass fiir jedes X — D(xx) und fiir jedes 
p < p(G), die Relation X = D(Xi) aus pX = D (Xj) folgt, so ist 
(Xi) unabhingig mod (G). 

Dies trifft zu, sobald man obige Behauptung fiir jede endliche 
Teilmenge von (Xi) nachgewiesen hat. Sei 1X,,.., Xn? eine solche 
Teilmenge. Wenden wir nun Hilfssatz 5 an und betrachten das Sy- 
stem {Y,,.., Yn!, welches aus {X,,.., Xn} entsteht. Nach den Hilfs- 
sitzen 1 und 2 geniigt es zu beweisen, dass 1Y,,.., Ynt S N(G) 
ist. Wir beweisen zunachst, dass die Zahlen di, i=1,..,n, aus (10) 
keinen Primfaktor aus p(G) enthalten. Im entgegengesetzten Falle, 
wiirde es wenigstens ein a; geben, z. B. a,, von der Form a, = pq, 
wo P= p(G). Nach den Voraussetzungen des zu beweisenden Sa- 
tzes, wiirde dann aus Y, = 4,y,= p(q Yi) S D(X), die Relation 


qy, E D(X) folgen. Somit ware qy, = 3 axe ate 2 BrYn; ai, Be E 


Ye = (0), Ye <1Y,,--, Yn); und Y, pay, = si at 
+ Spr Yr. Infolge der Unabhangigkeit des Systems (9 wiirde 
oa 1 = pa,, was jedoch unméglich ist, weil p eine Primzahl ist. 
Wir haben also die Relationen 


- (12) a= U I(p), PEP(Q),i=1,..;n bewiesen. | pt 
Die eer mod (G) des Systems AY, ,-+, Ynt folgt. jetzt 
unmittelbar aus dem Satze 1. Ist namlich s Of Y tesa 0; (Gi 1.0, 

i=1 tL 


so ist nach Hilfssatz 2: aigi=0,i=1,.., n, und daraus ergibt sich 


SVA 4. ist E brata (Xi) unabhdngig mod (G), dann sale ea Š 
a) (Xi) ist unabhdngig mod D, und es ‘a 


Dias Oe Ew. Bedentet dass x kein Element von X ist. 


ee = ' 3 i 3 — fe e EA =a 
kej a ON Kio q = X . ee ra oi : dd 
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b) die Untergruppe D (Xj), die aus (Xi) erzeugt worden ist, 
besitzt die Eigenschaft, dass fiir jedes X — D(xx) und jede ganze 
Zahl m #0, deren Primjaktoren alle in p(Q) enthalten sind, die 
Relation X = D (Xi) ausm X = D (Ki) folgt. 


diše Ist 1X,,..,Xnt irgendeine endliche Teilmenge von 
(Xi), so lisst sich, nach Hilfssatz 5, dieser Teilmenge ein System 
1Y,,.., Ynt zuordnen, fiir welches Y; = a; yi, wi=-0,i=1,..,7, gilt. 
Dieses System ist offenbar unabh&ngig mod D. Nach den Mmiesi2sn 
1 und 2 folgt jetzt unmittelbar (Xi) — N (D). Damit ist der erste 
Teil des Satzes 4 bewiesen. 

Wenn die Zahl m keine Primfaktoren hat, d. h. wenn m = +1, 
so ist die Behauptung b) ohne weiteres ae 

Betrachten wir jetzt den Fall m= p = p (G). Es sei X irgend- 
ein Element aus D (xx) mit der Eigenschaft p X — D dia Dann 1asst 
sich p X in der Form 


(13) pK BS di Xi 
i=l 


- > schreiben, wo 1X,,.., Xn} © (Xi), ai ZD. Es sei {¥,,.., Yn} das- 
jenige System, das nach Hilfssatz 5 aus {X,,..,Xn} entsteht. Da 
nach der Voraussetzung (Xi) = N (G) ist, so gilt Yi = aj yi, a= 0, 
i= 1,..,n. Die Zahlen a; k&nnen nicht zur Menge m (G) gehčren. 
Ist namlich aig = 0, fir ein i = j1,..,n}, so wird gYi = (aig) yi=- 
= 0, und daraus g = 0, weil (Yi) = N (G) ist. Nach Satz 1 muss also. 


a= JIE), P = p(6), i=lu,h, gelten. 


Da das System 1Y,,.., Y,t durch elementare Transformationen aus 
dem System 1X, ,. so. entstanden ist, und die Relation (13) be- 
steht, so besteht notwendigerweise eine: Aa a Form 


be 


(14) PX = = 2 BY 2 Bia yi. a aoe a 
Da M ita ee Dien, so WOE. mute eine Relation der ori 


re: mala S, 
sa 3 pi Sr. 
a Un a M 

id ae eae 


A 


en 
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Betrachten wir endlich den Fall m = + Dis Po> PR Dic sp.(G), 
omy Len Bs sepnX = p, (+ Po-- Pn) X D (Xi). Wegen p, 
= p(G) reduziert sich dieser Fall auf den vorhergehenden, 
woraus sich + p,.. pn X =< D (Xj) ergibt. Infolge p, p(G) folgt 
FP... DaX D (Xi). Schrittweise gelangt man zu dem Schluss, 
dass X = D (Xj) ist. 

Der Satz 4 ist im Wesentlichen die Umkehrung des Satzes 3. 


Ist (G) die Klasse aller Gruppen, so ist offenbar p (G) die Men- 
ge aller Primzahlen, so dass aus den S&tzen 3 und 4 das folgende 
Korollar folgt: 


Korollar 1. Fiir die universale Unabhingigkeit des mod D- 
unabhingigen Systems (Xj) ist es notwendig und hinreichend, dass 
die Untergruppe D (Xi), die von (Xi) erzeugt wird, eine Untergrup- 
pe mit Division sei.5) 

Satz 5. Ist m eine ganze Zahl, die wenigstens einen Primfaktor 
P= p(G) enthdlt, so gibt es ein System (Xi) das unabhdngig 
mod (G) ist und auch ein Element X — D (xx), mit den Eigenschaf- 
ten mX = D(X) und X —’D (Xj). 

Beweis. Es sei m=pq. Es geniigt (Xi) =1X,t =ipx,t und X = 
= ax, Zu setzen, wo a ='I(p), x, E (xx). Aus 9X, = pgx, = 0 folgt 
pg = 0. Wegen p —’ p(G) ergibt sich dann g = 0. Das bedeutet, dass 
(Xi) = N(G) ist. Weiter gilt mX = pqaz,=qaX, < D (Xi). Die 
Voraussetzung X = D (Xj), die gleichbedeutend mit X = 6X, d. h. 
ax, = Ppx, ist, fihrt aber auf a= fp d.h. a = I(p). Dies wi- 
derspricht jedoch der Wahl der Zahl a. 


5. — Mit Hilfe der Satze 3, 4 und 5 kommen wir leicht zum 

Satz 6. Sind zwei Gruppenmengen (G), und (G), gegeben, so 
gilt (G), <(G), dann und nur dann, wenn p(G), E p(G),. 

Beweis. Es sei (G), <(G),, d. h. N(G), E N (G),, und es sei 
ferner p = p(G),. Dann hat die Relation pX S D (Xj), nach Satz 4, 
die Beziehung X = D(Xj) zur Folge, und zwar gilt dies fur jedes 
System (Xi) = N(G), E N (GQ), und fiir jedes X = D (xx). Die Vor- 
aussetzung p = p(G), wiirde uns, nach Satz 5, zu einem Wider- 
spruch fiihren. Daher muss p = p(G), sein, woraus p(G), € p (G), 
folgt. 

Es sei jetzt umgekehrt p(G), S p(G), und (Xi) = N (G),. Dann 
ist, nach Satz 4, (Xi) unabhangig mod D. Die Relation pX — D (Xi) 
zieht weiter, fiir jedes p S p(G), und jedes X = D (x,), die Bezie- 
hung X = D (Xj) nach sich. Dies gilt, wegen p(G), © Pp (G),, insbe- 
sondere fiir alle p = p(G), was, nach Satz 3, auf (Xi) = N (G,), 
bzw. N(G), E N(G),, bzw. (G), A (G), fihrt.?) 


8) B ist eine Untergruppe mit Division, einer Gruppe A, falls fur 
jede ganze Zahl m =+ 0 und jedes X « A, aus MX e B, die Relation 


X sI B tolgt. > 
% Mit Anwendung des Hilfssatzes 5 kann Satz 6 auch direkt be- 


wiesen werden. 
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Satz 6 zeigt, dass die partielle Ordnung aller Mengen Abel- 
scher Gruppen unabhangig ist von der Menge (xz). 


Korollar 2. Sind zwei Gruppenmengen (G), und (G), gegeben, 
so gilt (G), =(G), dann und nur dann, wenn p(G), = p (G)z. 


Nach Satz 2 und Korollar 2 folgt nun 


Satz 7. Ist fiir eine Gruppenmenge (G), p(G) leer, dann gilt 
(G)~1D} ~iR}. Ist p(G) nicht leer, so gilt (G) =(D,), p = p (G). 


Die Sštze 2 und 6 geben uns vollkommene Einsicht in die 
Klassen (in Bezug auf =) aller Mengen Abelscher Gruppen, und 
in die partielle Ordnung solcher Klassen (in Bezug auf <). Diese 
Ordnung ist im n&chststehenden Schema dargestellt, wo jede Klas- 
se durch einen (nach Satz 7 gew&hlten) Reprasentanten vertre- 
ten ist.1°) 


čini > rk 


A 


6. — Satz 7 erlaubt uns ein Kriterium aufzustellen, welches 
uns ermčglicht, die Antwort auf die Frage tiber die Unabhangig- 
keit mod (G) eines endlichen Systems Xj = 2 aixxpx, i= 1,..,7, 

k=1 


aus der Matrix (aix) allein herauszufinden. Die Aufgabe reduziert 
sich hierbei auf die Untersuchung der Unabhangigkeit mod R und 
mod D,, wo p eine Primzahl ist. 


Im Falle der Unabhangigkeit mod R kénnen wir die Elemente 
Xi als m-dimensionale Vektoren iiber dem Korper der rationalen 
Zahlen auffassen, da die ganzen Zahlen ohnehin rational sind. Aus 
der allgemeinen Theorie der Vektoren iiber einem Kčrper ist be- 
kannt, dass die Gleichung o = n eine notwendige und hinreichende 
Bedingung ist fir die lineare Unabhingigkeit eines Systems von n 
Vektoren, wobei o den Rang der zugehčrigen Matrix bedeutet: In 
unserem Falle lautet die Bedingung o (aix) = n. 


Im Falle der Unabhangigkeit mod D, (p Primzahl), ist von 
grundlegender Bedeutung die Tatsache, dass aus der additiven 
Gruppe D, durch die Produktdefinition [a] . [b] = [ab] ein Kérper 


) Wir folgen der schematischen Darstellung partiell geordneter 
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wird. Dabei bedeutet [a] die Klasse mod p, die die ganze Zahl a 
enthalt. Wegen der Relation n [a] = [n] [a]; n,a S D, sind die Ele- 
mente X; unabhangig mod D, dann und nur dann, wenn die Vek- 
toren [Xi], mit den Komponenten [da], [a2],.., [aim]; i=1,..,n, 
unabhangig (uber dem Kčrper D,) sind, d. h. wenn der Rang 
0 ([aix]) = n ist. (Der Rang @ ([aix]) ist die grésste ganze Zahl o mit 
der Eigenschaft, dass es wenigstens eine quadratische Submatrix 
der Ordnung o gibt, deren Determinante = 0 ist.) 

Wir fuhren jetzt den Begriff des Ranges mod p einer ganz- 
zahligen Matrix ein. 

Definition 6. Der Rang mod p einer ganzzahligen Matrix (aix) 
ist die grosste ganze Zahl o = Op (aix) mit der Eigenschaft, dass es 
eine quadratische Submatrix (aik) der Ordnung o gibt, deren De- 
terminante der Relation 
(16) det (aix)’ non = 0 (mod p) 
geniigt. 

Wegen der Relationen [a] + [b] = [a + b] und [a]. [b] = [ab] 
gilt offenbar fir jede ganzzahlige quadratische Matrix (bix) die 
Gleichung det ([bix]) = [det (bix)], so dass der Rang o ([aix]) im Kor- 
per Dy, mit dem Range @, (dix) zusammenfallt. Auf Grund des Vor- 
hergesagten sind wir zu einem neuen Satz gelangt: 


m 


Satz 8. Ein endliches System von n Elementen Xj = & aik Xk, 
A k=l 


i=1,..,n, ist unabhingig mod (G) dann und nur dann, wenn fiir 
jedes p = p(G) die Gleichung op (ax) = n erfiillt ist. Ist p (G) leer, 
so lautet die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Unabhdngigkeit mod (G) : 0 (aix) = n. 


7. — Zum Schluss weisen wir noch auf den Umstand hin, dass 
es in jeder Abelschen Gruppe G moglich ist zwei Arten von Sy- 
stemen von Lineargleichungen zu betrachten, u. zw.: 


(467) ai Gr hat = bosnu dx ED; gr, Wi = G, 

I k=t 

(18) 2 0g Gin = hyp P= 1,252; ax — D; gin, EG. 
k=1 


Der Satz 8 lést die Frage der Existenz einer nichttrivialen 
Lésung des Systems (17) im Falle hi = 0, denn die Existenz nicht- 
_trivialer Lésungen ist &quivalent mit der linearen Abhangigkeit 
mod G der Elemente 

2G aH EP re Se eee M 
i=1 
Mit anderen Worten, der Satz 8 lést die Frage der Hindeutigkeit 
der Lčsungen des allgemeinen Systems (17),falls diese Losungen 
existieren. 


Auf die analoge Frage fur das System (18) gehen wir in dieser | 


Abhandlung nicht ein. Es handelt sich hierbei um die Unabhangig- 
keit mod D in der Gruppe G (xx). 


KOR 
has 


E: 
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O NEZAVISNOSTI mod (G) CJELOBROJNIH LINEARNIH FORMI 
Sibe Mardešić, Zagreb 
Sadržaj 


U članku se polazi od nekog skupa (xx) elemenata xxl) i pro- 
matra grupa G (xx) koju tvore sve konačne linearne forme (1) ele- 
menata xx sa koeficijentima gz iz neke Abelove grupe G.?) 

Među grupama G (xx) istaknuta uloga se pridaje grupi D (xz), 
gdje je D grupa cijelih brojeva. Relacijom (3) uvodi se množenje 
elemenata g > Gs elementima X = D (xx), što omogućuje uvođe- 
nje osnovnog pojma: nezavisnosti nekog sistema (Xj) elemenata iz 
D (xx) s obzirom na skup Abelovih grupa (G). U daljnjem se taj 
pojam označuje kao »nezavisnost mod (G)«. 

Definicija 1. Sistem (Xi) C D(xx) je nezavisan mod (G), ako 
za svaki konačni dio {X,,.., Xnt © (Xi) i za svaku grupu G < (G), 
iz relacije (4) slijedi gi = 0, i=1,..,n. 

Sa N(G) označuje se skup svih sistema (Xi) C D (xx) koji su 
nezavisni mod (G) i uvodi uredajna relacija < među skupove (G) 
Abelovih grupa, stavljajući (G), <(G), ako je N(G), E N(G),, 
t. j. ako iz nezavisnosti mod (G), slijedi nezavisnost mod (G),. 
Nadalje se uvodi relacija ekvivalencije =, stavljajući (G), = (G)., 
ako je N(G), = N (G),, t. j. ako iz prve nezavisnosti slijedi druga 
i obrnuto. 

Cilj je radnje ispitati skupove N (G), uvedeni uređaj i uvedenu 
klasifikaciju među skupovima grupa (G). 

Osnovnu ulogu u daljnjim razmatranjima igra izvjestan skup 
prostih brojeva p(G) pridružen svakom skupu (G). 

Definicija 2. p(G) je skup svih prostih brojeva p sa svoj- 


stvom da, za svaki p = p(G), postoji bar jedna grupa G = (G) i * 


bar jedan element g S G, g=F0, za koji je pg = 0. 
Dokazuju se zatim slijedeći teoremi: 
Teorem 1. Skup UI (p), PS p(G), podudara se sa skupom 


p 
m (G) svih cijelih brojeva m sa svojstvom da, za svaki m = m (G), 
postoji bar jedna grupa G = (G) i bar jedan elementg € G, g=+0, 
za koji jem g = 0. Pri tome I (p) znači skup svih višekratnika od p. 
Teorem 2. Za svaki skup P prostih brojeva, postoji skup (G), 
takav da je p(G) = P. Ako je P prazan skup, tada imaju željeno 
svojstvo skupovi (G) =1Dt i (G) = {R}, gdje je R aditivna grupa 
racionalnih brojeva. Ako P nije prazan, tada skup (D,), p € P, ima 
gornje svojstvo; pri tome je Dy faktorska grupa D/pD. 


1) Sa (a) se označuje skup s općim elementom a, dok { UNE , dn) 
znači skup od n elemenata _q4,..,dn> 


?) Ovakvi odnosi javljaju se u algebarskoj topologiji, gdje su x, 


elementi nekog kompleksa, a G(x,.) grupa svih konačnih lanaca sa koe- - 


ficijentima iz G. (Vidi P. Alexandroff u. H. Hopf, Topologi i 
dol gon p , Topologie, Berlin 1935, 
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Kao priprema za dokaze glavnih teorema uvode se sada neki, 
inače poznati, pojmovi i rezultati. Tako se definiraju elementarne 
transformacije nekog sistema (Xi) C D (xx) i elementarne transfor- 
macije redaka i stupaca neke cjelobrojne matrice (aix) (vidi defi- 
nicije 4 i 5) i navode neka jednostavna svojstva tih transformacija. 
Konačno se dokazuje slijedeća lema: 

Lema. Neka je (Xi) sistem koji izvodi’) podgrupu D (Xi) C 
© D(xrx), i neka je 1X,,.., X,t jedan konačan dio od (Xi). Tada 
postoji konačan niz elementarnih transformacija, koji prevodi si- 
stem (xx) u neki sistem (yx), i konačan niz elementarnih transfor- 
macija, koji prevodi sistem (Xj) u neki sistem (Yi). 

Pri tome {X,,..,Xnt prelazi u neki sistem 1Y,,.., Ynt CG 
C (Yi) za koji vrijede relacije (10). Nadalje, sistem (Yi) izvodi 
podgrupu D (Xi), a (yx) je baza grupe D (xx). Ako je osim toga (Xi) 
nezavisan mod (G) za neki (G), tada vrijedi r = n. 

Uz pomoć navedene leme dokazuju se slijedeći teoremi: 

Teorem 3. Ako podgrupa D(X) € D (xx), kojoj je (Xi) jedna 
baza, ima svojstvo da za svaki X > D(Xj) i svaki p < p(G), iz 
PX = D(X) slijedi X = D(Xi), tada je sistem (Xj) nezavisan 
mod (G). 

Teorem 4. Ako je sistem (Xj) nezavisan mod (G), tada je: 

a) (Xi) nezavisan mod D. 

b) Podgrupa D (Xj), koju (Xi) izvodi, ima svojstvo da, za svaki 
X = D(x) i svaki cijeli broj m=+0, kome su svi prosti faktori 
sadržani u p(G), iz relacije mX = D (Xi) slijedi XS D (Xi). 


Teorem 4 u biti je obrat teorema 3. 

Ako je (G) klasa svih Abelovih grupa, nezavisnost mod (G) 
naziva se »univerzalnom nezavisnošću«. U tom slučaju je očito 
P(G) skup svih prostih brojeva, pa teoremi 3 i 4 vode na ovaj 

Korolar 1. Da nezavisni sistem (Xi) C D (xx) bude univerzalno 

“ nezavisan, nužno je i dovoljno da podgrupa D (Xi), koju (Xi) izvodi, 
bude jedna podgrupa s dijeljenjem.*) 


Teoremom 5 pokazuje se da se u izreci teorema 4 ne mogu 
oslabiti pretpostavke o broju m. 
Kao posljedica teorema 3, 4 i 5 izvodi se sada 


Teorem 6. Za dva sistema grupa (G), i (G), je (G), Z(G), 
onda i samo onda, ako je p(G), € p(G).. 

Teoremi 2 i 6 daju potpuni uvid u izuéavani parcijalni uredaj 
skupova (G) i pokazuju da je taj uredaj nezavisan o polaznom 
skupu (xx). : 


3) Skup A elemenata! neke Abelove grupe izvodi jednu podgrupu 
te grupe, ako se elementi te podgrupe podudaraju sa konačnim linear- 
nim kombinacijama elemenata od A, sa cjelobrojnim koeficijentima. 

Skup 4 je baza podgrupe, ako tu podgrupu izvodi i nezavisan je mod D. 

4) B je podgrupa s dijeljenjem grupe A, ako za svaki cijeli broj 

m=2o0isvaki X e A, izmžX e B slijedi X € B. 
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Iz teorema 6 slijedi neposredno i 

Korolar 2. Za dva sistema grupa (G), i (G), je (G), =(G), 
onda i samo onda, ako je p(G), = P(G)». 

Ovim korolarom, uz pomoć teorema 2, utvrđuje se, da je sa 
svakim skupom (G) ekvivalentna ili grupa R racionalnih brojeva 
(slučaj kada je p(G) prazan), ili skup (D,),p = p(G) (slučaj kada 
p (G) nije prazan). Rečeno sačinjava sadržaj teorema 7. 

Na priloženoj slici je shematski predočen parcijalni uređaj 
svih klasa skupova (G)5). Pri tome svaku klasu zastupa po jedan 
predstavnik, odabran prema teoremu 7. 

U daljnjem se iskorištava činjenica da se svakom cijelom broju 
a može na prirodan način pridružiti jedan element iz R (naprosto a), 
odn. jedan element iz D, (ona klasa mod p koja sadrži broj a). 
Ispitivanje nezavisnosti mod (G) konačnog sistema elemenata 
1X,,.-, Xn} ED(gx), svodi se tada na ispitivanje nezavisnosti 
izvjesnih vektora nad poljem R, odn. poljem D, (p je prost broj). 
Koristeći opće poznate rezultate o nezavisnosti vektora nad nekim 
poljem dobiva se : 

Teorem 8. Konačni sistem elemenata (7) je nezavisan mod (G) 
onda i samo onda ako, za svaki p = p(G), vrijedi Op (ax) == 
U slučaju kada je p(G) prazan, za nezavisnost mod (G) je nužno a 
dovoljno da bude oe (aux) = n. 


Pri tome o (aix) znači rang matrice (ajx), dok op (dix) znači rang | 
mod p matrice (ax), koji je definiran kao najveći cijeli broj o sa 
svojstvom da postoji jedna kvadratna submatrica as reda o sta 
determinantom, koja zadovoljava (16). 

Na kraju se ukazuje na okolnost, a u svakoj jade E. 4 
G ima smisla promatrati dvije vrste sistema linearnih jednadžbi: | 
sisteme oblika (17) i (18). Teoremom 8 riješeno je pitanje e 
«cije M RE v]eejija pions eh u RoR SOUS elec 
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UBER DIE ISOTROPEN STRAHLENPAARE 2. ART 
DER STRAHLENKONGRUENZEN 
1. ORDNUNG 3., 2. UND 1. KLASSE 


Vilko Niče, Zagreb 


In meiner Abhandlung »Regelflachen mit lauter isotropen 
Erzeugenden in den Strahlenkongruenzen 1. Ordnung 3., 2. und 1. 
Klasse« habe ich in den fiinf bekannten Strahlenkongruenzen 1. 
Ordnung isotrope Strahlenpaare untersucht, aber nur diejenigen 
1. Art. In der Abhandlung war dies zwar nicht ausdriicklich be- 
tont, aber aus dem Inhalte leicht ersichtlich. Nicht achtend auf 
diese Tatsache wurde am Ende der Abhandlung versehentlich die 
Behauptung ausgesprochen, dass die elliptische lineare Strahlen- 
kongruenz keine Regelflache mit lauter isotropen Erzeugenden ent- 
halt. Da aber die Regelflachen isotroper Erzeugenden in den 
erwaéhnten Strahlenkongruenzen nicht nur oo! isotrope Strahlen- 
paare 1. Art, sondern auch die oo? isotrope Strahlenpaare 2. Art 
enthalten, stimmt offenbar die so ausgesprochene Behauptung nicht, 
worauf auch K. Strubecker am Ende seines Referates*) angewiesen 
hat. Die Regelflache isotroper Erzeugenden in einer elliptischen 
linearen Strahlenkongruenz enthalt zwar keine isotropen Strahlen- 
paare 1. Art, aber daftir oo? isotrope Strahlenpaare 2. Art, die in 
der erw&hnten Abhandlung nicht betrachtet wurden. Deshalb sollen 
nun die isotropen Strahlenpaare 2. Art in den funf bekannten 
Strahlenkongruenzen 1. Ordnung kurz besprochen werden. 


Bekanntlich kénnen die Schnittpunkte einer Geraden mit einer 
Flache 2. Ordnung als Doppelpunkte der Involution konjugierter 
Pole auf dieser Geraden betrachtet werden. Sind zwei Geraden 
konjugiert beziiglich einer Regelflache 2. Ordnung, bilden die Ver- 
bindungsgeraden der Doppelpunkte ihrer Involutionen konjugierter 
Pole vier Erzeugenden dieser Regelflache. Die Doppelpunkte dieser 
beiden Involutionen sind alle entweder reel, oder imaginar. Im Falle 
elliptischer Involution auf diesen konjugierten Geraden bilden die 
Verbindungsgeraden ihrer Doppelpunkte zwei Paare imaginarer 
Erzeugenden 2. Art dieser Regelflache 2. Ordnung. 


* Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete, B. 43 (1952), 
p. 362. 
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Die unendlich ferne Achse des Ebenenbuschels der parallelen 
Ebenen der Kreisschnitte eines einschaligen Hyperboloides und die 
Gerade der Mittelpunkte dieser Kreisschnitte sind zwei konjugierte 
Geraden beziiglich des einschaligen Hyperboloides. Die Involutionen 
konjugierter Pole dieser Geraden sind elliptisch. Die Doppelpunkte 
der Involution auf der unendlich fernen Achse sind deren Schnitt- 
punkte mit dem apsoluten Kegelschnitte. Die Verbindungsgeraden 
der Doppelpunkte dieser Involutionen bilden also zwei Paare iso- 
troper Erzeugenden 2. Art des einschaligen Hyperboloides. Jede 
der beiden Erzeugendenscharen des Hyperboloides enthalt eines 
dieser zwei Paare. Der zweite Ebenenbiischel paralleler Kreisschnit- 
te bildet ebenso das zweite Doppelpaar isotroper Erzeugenden 2. Art 
des einschaligen Hyperboloides. 


Die Kongruenzen 1. Ordnung 3. und 2. Klasse enthalten je 
eine Erzeugendenschar der co? Regelflachen 2. Ordnung (Hyperbo- 
loide) in diesen Kongruenzen. Zwei Paare isotroper Erzeugenden 
2. Art jeder dieser Schar auf jeder dieser Regelflache 2. Ordnung 
sind isotrope Strahlenpaare 2. Art dieser Kongruenzen. Diese co? 
isotropen Strahlenpaare jeder dieser Kongruenzen sind also ein 
Bestandteil ihrer von lauter isotroper Erzeugenden gebildeter Re- 
gelflache. 


Die lineare Strahlenkongruenzen enthalten je eine Erzeugen- 
denschar der co’ Regelflachen 2. Ordnung in diesen Kongruenzen, 
von denen ihrer oo! dasselbe isotrope Strahlenpaar 2. Art enthal- 
ten. Die Regelflache isotroper Erzeugenden dieser Strahlenkon- 
gruenzen enthalt also ebenfals oo? isotroper Strahlenpaare 2. Art. 
Die oo! isotropen Strahlenpaare 1. Art der linearen hyperbolischen 
und parabolischen Strahlenkongruenzen bilden bekanntlich eine 
Regelflache 4. Ordnung und VII. b. z. w. VIII. Art, die zusammen 
mit den oo? isotropen Strahlenpaaren 2. Art die Flache isotroper 
Erzeugenden dieser Strahlenkongruenzen bilden. Die elliptische 
lineare Strahlenkongruenz enthalt keine isotropen Strahlenpaare 
1. Art, da sie keine reelle Leitgerade besitzt in deren reellen Punk- 
ten sich ihre isotropen Strahlenpaare 1. Art schneiden kénnten. Die 
Regelflache isotroper Erzeugenden dieser linearen Strahlenkon- 
gruenz enthalt deswegen nur die oo? isotropen Strahlenpaare 2. Art. 


Die Regelflache isotroper Erzeugenden der rotatorischen linea- J 


ren Strahlenkongruenzen (der elliptischen und der hyperbolischen) 
enthalt das Paar isotroper Ebenen der Achse dieser rotatorischen 
Strahlenkongruenzen. Bei der hyperbolischen rotatorischen linearen 
Strahlenkongruenz gehčren die isotropen Strahlenpaare 1. und 2. 
Art dieser isotroper Ebenen den Erzeugenden der Regelfliche iso- 
troper Erzeugenden dieser Strahlenkongruenz an, w&hrend bei der 
elliptischen rotatorischen linearen Strahlenkongruenz nur die iso- 


tropen Strahlenpaare 2. Art dieser isotropen Ebenen die Erzeugen- | 


den der genannten Regelfliche bilden. 


5 
OP rr 
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O IZOTROPNIM ZRAKAMA 2. VRSTE U KONGRUENCIJAMA 
1. REDA 3., 2. I 1. RAZREDA 


Vilko Niče, Zagreb 
Sadržaj 


U radnji »Plohe izotropnih izvodnica u kongruencijama 1. reda 
3., 2. i 1. razreda« istražio sam u tim kongruencijama parove izo- 
tropnih zraka i to samo oo! parova onih 1. vrste, a da to u tekstu 
nisam izričito istaknuo. Imajući na umu samo izotropne izvodnice 
1. vrste, ustvrdio sam nepažnjom na kraju radnje, da u eliptičkoj 
linearnoj kongruenciji ne postoji pravčasta ploha sa samim izotrop- 
nim izvodnicama. Ovo dakako ne odgovara istini, (na što je upozorio 
i K. Strubecker na kraju referata*) o toj radnji), ako se uzme u 
obzir, da na svakoj plohi izotropnih izvodnica u spomenutim kon- 
gruencijama, osim co! parova izotropnih izvodnica 1. vrste, postoji 
i oo? izotropnih izvodnica 2. vrste. Na plohi izotropnih izvodnica u 
eliptičkoj linearnoj kongruenciji ne postoji onih oo! parova izo- 
tropnih izvodnica 1. vrste, ali dakako postoji onih co? parova izo- 
tropnih izvodnica 2. vrste. Pogledajmo sada tih coo? parova izotrop- 
nih zraka 2. vrste. ' 


Iz činjenice, da na jednoplošnom hiperboloidu postoje dva 
sistema usporednih kružnih presjeka proizlazi, da na svakom takvom 
hiperboloidu postoje 4 para izotropnih izvodnica 2. vrste, od kojih 
po dva para pripadaju svakom sistemu izvodnica. U kongruencijama 
1. reda 3. i 2. razreda ima co? jednoplošnih hiperboloida, kojima su 
izvodnice jednog sistema zrake tih kongruencija. Po dva para izo- 
tropnih izvodnica 2. vrste svakog tog hiperboloida su prema tome 
također zrake tih kongruencija, a odavle izlazi da se i ovih co? 
parova izotropnih zraka 2. vrste nalaze na plohi izotropnih izvod- 
nica tih kongruencija, osim onih poznatih oo! takvih parova 1. vrste. 
U linearnim kongruencijama ima oo? hiperboloida, ali oo! od njih 
prolazi uvijek istim parom izotropnih izvodnica 2. vrste. Plohe izo- 
tropnih izvodnica u ovakvim kongruencijama imaju prema tome 
također oo? izotropnih izvodnica 2. vrste. Dok ovakva ploha u hiper- 
boličkoj i paraboličkoj linearnoj kongruenciji, koja je, kao što zna- 
mo, 4. reda, a VII. odnosno VIII. vrste, ima i oo! parova izotropnih 
izvodnica 1. vrste, na takvoj plohi u eliptičkoj linearnoj kongruen- 
ciji ne postoji tih oo! parova takvih izvodnica 1. vrste, nego samo 
onih oo? parova izotropnih izvodnica 2. vrste. Eliptička linearna 
kongruencija nema naime realnih ravnalica, u čijim realnim toč- 
“kama bi se parovi takvih izotropnih zraka 1. vrste mogli sjeći. 
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Kod rotacionih linearnih kongruencija su sastavni dio plohe 
izotropnih izvodnica tih kongruencija izotropne ravnine, koje se 
sijeku u osi tih kongruencija. U hiperboličkoj takvoj kongruenciji 
su svi izotropni pravci 1. i 2. vrste u tom paru izotropnih ravnina 
izvodnice njene plohe izotropnih izvodnica, dok su u eliptičkoj 
takvoj kongruenciji samo izotropni pravci 2. vrste u tom paru izo- 
tropnih ravnina izvodnice njene plohe izotropnih izvodnica. 


(Primljeno 20. VI. 1953.) 


O RJEŠENJIMA JEDNE Ft NKCIONALNE JEDNAČINE 


Mahmud Bajraktarević, Sarajevo 


U radu [1] Jean Anastassiadis dokazao je slijedeće teoreme: 
A) Semi-opadajuća funkcija f(x) >> 0, za x >0, koja zadovo- 
ljava funkcionalnu jednačinu 
4 


(a) S rk 


identična je sa G(z). 

B) Semi-konveksna i pozitivna funkcija za x >, koja zado- 
voljava (a), identična je sa G (x). 

Ovdje je funkcija G (x) definisana [2] sa 


x 
is L MG =“ (a1) (x 438) (a on — 2) 
21) n> o x(x+2)...(x+2n—2) Vx + 2n | 
2 


Pored ovih dviju teorema u navedenom radu dokazane su još 
dvije, koje pretstavljaju generalizaciju navedenih dviju. 

Kako iz same formulacije ovih teorema tako i iz načina njiho- 
vog dokazivanja slijedi, da su one dokazane samo za x >> 0. Među- 
tim lako se dokazuje, da ovi rezultati vrijede za skoro sve realne 
vrijednosti od x, a dokaz se može izvesti i bez pretpostavke da je 
f(x) >0 za x >0. Posmatrat ćemo odmah opći slučaj. 

Neka je £(x) ma kakva funkcija, koja zadovoljava slijedeće 


uslove: 
19 £(x) je definisana za x — I gdje je I skup svih realnih bro- 


jeva različitih od —ri—k (i=0,1,...,N; k=0,1,2,...; ro=0, 
rors, b=0/1, 9 N==1) 

20 : 

. 1 

(1) fVWfae+v= Ne da db 

3% £(x) je semi-opadajuća [1] funkcija za x > 0, t. j. 
(2) f(a+ 1) S f(z) ~( >0), 
ili, f(x) je semi-konveksna [1] funkcija za x > 0, t. j. 
(3) retnstlratsota | (x > 0). 


em tJ 
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Pod ovim uslovima je identički f(x) = F (x) (x < 1), gdje je 


N 
pe)=[[6a+r. 


i=0 
Dokaz. Prije svega ćemo dokazati da je f (x) >> 0 (z > 0). 
Pretpostavimo prvo da je ispunjen uslov (2) i da je za jednu 
određenu pozitivnu vrijednost od x, f (x) <0. Tada iz (2) slijedi 


Sed ARTI Poy ovak 


N N i 
Po<frofre+v=[[e+o-'<rae+v0<[[G6+n+D-i, 


t= i==( 


z : | 
TI (1+ zlo 


i==\) 


odakle se dobija 


; : a 
što je nemoguće s obzirom da je, zbog r >0i ri >0, eno =e 
5 1 


Pretpostavimo sada da je ispunjen uslov (3). Iz (3), stavljajući 
mjesto “x redom g 12+ 24 € + n—2 (=2,3,. 91 sume 
rajući dobijene nejednakosti, dobija se nejednakost 


n—1 n—2 
Vra+v< 2 [rot retn +f(xtn—2) +setn| +) fet. 
v=1 d : v=2 2 


koja može biti napisana u obliku. 
fa+D+fa+n—D<faA+fa+n (>0; nisde ++). ey 

; Ova nejednakost pokazuje, da vrijednost funkcije f(a) + f(@t nj 
_ ne raste, kad se argumenat prvog sabirka poveća, a drugog smanji. \ 
za jedinicu. Ako nastavimo ovaj proces sa argumentima, uz pretpo- | 
stavku da je n = 2k (k=1,2,...), dolazimo do niza Koj. Na 
između kojih je važno istaknuti nejednakost | Ree 
Ca Zhe M0) EERE E=1 Bede 
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ed 
aS rine Sry an Ceres) 1 ma 

što je nemoguće. 

Uzevši u obzir [1] da je f (x) = F (x) (x > 0), pretpostavimo da 
je za jednu određenu vrijednost od x:1) 

ja—n)=F(«e—n (n=0,1,..., N+); 
gdje je Uren raroo=[Mmdije=mn. 
Tada je, s obzirom na (1), 
Ff (x — Ny — 1) f (& — MN) = F(x — N; — 1) F(x — Ny) 

odakle, zbog f(«—N,) = F(x—N,) +0, slijedi f(t—N,—1) = 
= F(x—N, — 1), tj. fga—)=Fae—n (n= 0,1,2,...), što je 
i trebalo dokazati. 

Primjedba I. Ako se pretpostavi neprekidnost funkcije f(x) u 
svima tačkama x = —ri—k u kojima je funkcija F (x) definisana, 
onda je i u tim tačkama f (x) = F (2). 


Primjedba II. Posmatrajmo funkcionalnu jednačinu 


- 1 
(9) 5D BG LY eee ig) ae) 
gdje su oj (ij = 0,1,..., N) dati realni brojevi, koji ispunjavaju samo 


uslove gi So4; ( = 0,1,...,N—1). Zamjenjujući x sax +e, @ + 
+0, =0, i uvodeći nove oznake f(x) =g(r +e), i=eE ta (t= 
=0,1,...,N), jednačina (5) postaje (1). Na taj natin je otpalo ogra- 
ničenje, kojem je bio podvrgnut niz brojeva ri navedeno u uslovu 1°. 


(Primljeno 27. VIII. 1953.) 


Literatura: 


[1] J. Anastassiadis, Fonctions semi-monotones et semi-convexes et 
solutions d’une équation fonctionnelle, Bull. Sci. Math., Paris 1952, T. 
LXXVI, p. 148—160. 


[2] N. Norlund, Differenzenrechnung, Berlin, Springer, 1927, p. 116—117. 


1) [x] je najveći cio pozitivan broj koji nije veći od x. 
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SUR LES SOLUTIONS D’ UNE EQUATION FONCTIONNELLE 
M. Bajraktarević, Sarajevo 
Résumé 


Soit f(x) une fonction satisfaisant aux conditions: 

1° f (x) est définie pour x = I, I ćtant l’ensemble de tous les 
nombres réels différents de —ri—k (i = 0,1,...,N; 7 =0, ns 
Saeco 0; Le cp 1), ; 

2% f(x) vérifie (1) et Pune des conditions (2) ou (3). 

Sous ces conditions on a identiquement f(x) = F (x) (x = I). 

Ce résultat a été déja obtenu par M. Jean Anastassiadis [1] 
pour x > 0 et sous la condition supplémentaire f (x) > 0 pour x > 0. 
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OSVRT NA JEDNU RASPRAVU M. KATALINIĆA 


Stanko Hondl, Zagreb 


Haec est vis centrifuga, qua 
corpus urget circulum. 
Newton, Principia, 2. izdanje. 


U časopisu »Bilten na društvoto na matematičarite i fizičarite od 
Narodna Republika Makedonija, kniga III, Skopje, 1952« izašla je god. 
1953. rasprava Marina Katalinića »O centrifugalnoj sili u našim školskim 
knjigama« (str. 15.—27.). U prvom njezinu dijelu ispravljaju se školske 
knjige, jer prikazuju centrifugalnu (cf.) silu »manjkavo, katkada i ne- 
zdravo«, »sa nedostacima« i »netačnostima«. O toj će sili »vrlo različite 
i čudnovate slike ponijeti iz škole đaci različitih krajeva«, premda je 
pitanje cf. sile u znanosti »već davno skinuto s dnevnoga redax, t. j. rije- 
šeno. O tom dakle pisati »može biti vrlo dosadno«, ali »će biti korisno«. 
Zato se, ukratko rečeno, te »pogreške... kritiziraju« (v. engleski sadržaj 
na kraju rasprave). 

Kako se u toj raspravi spominje i moja »Fizika za više razrede 
srednjih škola«, 2. i 3. izdanje, neka mi je dopušteno, da se osvrnem 
redom na sve piščeve primjedbe, koje se tiču te knjige. Pripominjem, 
da sam predmet prikazao jednako u sva četiri izdanja Fizike, i to g. 
1922., 1927., 1940. i 1943. I još dodajem, da sam g. 1924. publicirao jednu 
raspravu o cf. sili u »Nastavnom Vjesniku« (knjiga XXXII,. 22 strane). 
Tamo sam spomenuo Newtona (Principia), koji je na dva načina odredio 
centripetalnu (cp.) silu. U drugom postupku Newton je odredio još i 
silu, kojom tijelo pri gibanju u kružnici »tišti kružnicu« (impingit in 
circulum), i najposlije je izjavio: »To je centrifugalna sila, kojom tijelo 
napreže kružnicu«. Tako stoji u drugom izdanju Principia; u prvom je 
izdanju u toj rečenici pridjev. »centrifugalna« manjkao. Po Newtonu 
dakle cf. sila ne djeluje na tijelo, koje se giblje u kružnici, već »na 
mehanizam — rekao sam u onoj raspravi —, koji tijelo sili na kružno 
gibanje«. Odmah ću reći, da tu Newtonovu cf. silu Katalinić, kako se 
vidi iz njegove kritike, ne prihvaća. 

Evo odgovor na piščeve primjedbe o mojoj knjizi. 

1. Katalinić ubraja moj prikaz gibanja u kružnici među one, gdje 
se »u zadacima izbjegava izračunavanje cf. sile«; pri tom on upućuje na 
dva zadatka moje knjige. U istinu sam cf. sili posvetio zaseban §, koji 
slijedi odmah iza § »Centripetalna sila«. Jedan od naznačenih zadataka 
tiče se cp. akceleracije na zemaljskom ekvatoru; ne znam, čemu bi tu 
služila cf. sila. Pri tumačenju cp. sile cf. je sila logički suvišna, te bez 
potrebe zamrsuje predmet. Ono, što se — kako pisac kaže — »psihološki 
nameće«, ne zaslužuje vazda obzira, i — ako treba — često se najbolje 
pobija šutnjom. 

2. Pisac me s pravom spominje među onima, koji »objašnjavaju cf. 
silu kao posljedicu inercije«. Za takvo tumačenje savjest mi je dosta 
mirna. »Ima tu tek niansa izražavanja«, kaže Katalinić, premda dodaje, 
da jedna od knjiga ovdje spomenutih upliće u tumačenje kružnog giba- 
nja »tangencijalnu silu«. Ne bih mogao priznati, da se takvo tumačenje 
samo za niansu razlikuje od drugih, u kojima nema te čudne sile. 

3. »Kod Kuéerei kod Hondla pitanje hvatišta cf. sile nije po- 
bliže izraženo«. Doista nisam spomenuo hvatišta. U mojoj Fizici na pr. 
stoji, da uže, na kojemu je privezan utez, koji vitlam oko ruke, »nateže 
ruku«, a ruka nije točka, dok je hvatište točka; u ruci pri tom pokusu 
upravo osjećamo naprezanje na više mjesta. Mogu se uostalom pozvati 
na Boltzmanna, koji kaže, da »tvarna točka«, koja se giblje u kružnic:, 
izvodi »cf. silu« »na tvarne točke [plural!], od kojih se mehanizam (aie 
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Vorrichtung) sastoji« (Boltzmann, Vorlesungen iiber die Prinzipe der Me- 
chanik, 1, 1897, str. 45.). Sto je Boltzmann izrazio apstraktnije, u mene i 
tolikih drugih rečeno je konkretno. Pa i sam Newton kaze: urget 
circulum. 

4. Pisac kaže, da se »Hondl i Sokolov« u izvodu cp. akcele- 
racije služe »Hamiltonovom metodom hodografa«. To se ne može 
reći. Iz hodografa t. zv. jednolikog gibanja u kružnici vidimo nepo- 
sredno, bez pisanja drugih formula, da je cp. akceleracija vo, t. j. 
brzina X kutna brzina.* Moj put do te formule, kakogod je kratak, ipak 
obuhvaća nekoliko redaka (Fizika, na pr. I. izdanje, str. 58.). On vodi od 
brzine odmah na akceleraciju, a ne maglovitom stramputicom, gdje se 
sastavljaju neki fiktivni putovi. Pri tom se crta samo trokut brzina, a 
hodograf — razumije se — nije ni spomenut. Onako, kao ja, postupa 
i R. W. Pohl (Einftihrung in die Mechanik, Akustik und Wdrmelehre; 1. 
izdanje 1930., str. 16.; 5. i 6. izdanje 1943., str. 14). Formula vo je najje- 
dnostavnija, pa je i put do nje najkraći (i najprikladnija je pri tumačenju 
ciklotrona; v. 3. i 4. izdanje moje Fizike). Sokolov te formule nema. 

Povodeći se za Newtonom možemo izraz vw jednostavno interpre- 
tirati. Gibanje tvarne točke u kružnici može se u teoriji nadomjestiti 
gibanjem duž stranica pravilnog mnogokuta, koji je krugu upisan i ima 
mnogo stranica. Sila onda djeluje na točku samo u časovima, kada točka 
stigne na kraj stranice, pa se tamo na kružnici odbije i prijeđe u slije- 
deću stranicu. Ako se kod refleksije smjer brzine promijeni za a radijana, 
brzina v, vektorski uzeto, promijeni se za av. Ako se u kratkom vremenu 
t smjer brzine promijeni za wr, bit će broj refleksija u tom vremenu 
ot :a. Ukupna promjena brzine u vremenu r iznosit će dakle av: wt:a= 
= vor i prema tomu je cp. akceleracija vw. Malenu veličinu a odabe- 
rimo sada u svima primjerima jednakom; drugim riječima, neka zami- 
šljeni mnogokut u svima kružnicama ima jednak broj stranica. Onda 
je u izrazu vo prvi faktor razmjeran promjeni brzine u jednoj refleksiji, 
a drugi je faktor razmjeran broju refleksija. — Dodajmo, da Newton kod 
toga gibanja u mnogokutu ne traži cp. akceleraciju, nego odmah cf. i cp. 
silu. Ona je po Newtonu »razmjerna brzini i broju refleksija«. I kako 
Newton ne uvodi kutnu brzinu, on dalje kaže, bez bližega obrazloženja, 
da je ona sila razmjerna putu prevaljenu u danom vremenu i omjeru 
toga puta i polumjera. No taj je omjer kutna brzina (27 37 =): 


IZ MATEMATICKO-FIZICKOG ODSJEKA 
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKOG FAKULTETA U ZAGREBU 


Cetiri nova doktora matematičkih nauka 
Na Prirodoslovno-matematičkom fakultetu su u godini 1953. iz ma- 
tematičkih nauka doktorirali: 
10.XII. Mato Brčić-Kostić, profesor gimnazije u Subotici; 


; 11. XII. Mirko Stojaković, predavač MaSinskog fakuteta Visoke teh- 
ničke škole u Beogradu; 


15. XII. Viktor Sedmak, asistent Prirodoslovno-mat ičk = 
kulteta u Zagrebu; ' ematičkog fa 


*To slijedi iz poučka, da je akceleracija tvarne točke jednaka brzini 
korespondentne točke u hodografu. Metodom hodografa, ali bez primjene 


toga poučka, nalazi Mach, da je cp. akceleracij Ž : 
aah 2 * ja 2vz:T. (E. Mach, 
Mechanik in ihrer Entwicklung, 7. izdanje, 1912.) (E. Mach, Die 
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22. XII. Pavle Papić, asistent Prirodoslovno-matematičkog fakul- 
teta u Zagrebu. 

U sva četiri slučaja predsjednik ispitne komisije bio je prof. Dr. Ž. 
Marković, referent prof. Dr, Đ. Kurepa, a članovi prof. Dr. D. Blanuša 
i prof. Dr. S. Bilinski, dok je peti član komisije bio u prva dva slučaja 
prof. Dr. V. Vranić, a u posljednja dva slučaja prof. Dr. V. Niče. 

Promocija novih doktora obavljena je 30. XII. 1953. 

Donosimo ovdje kratke sadržaje obranjenih disertacija: 


Dr. Mato Brčić-Kostić: Neodređene polinomne jednadžbe viših po- 
tencija oblika 


r s 
EE JE 
Ey a ot 
= j=i 


Totalnom indukcijom, a pomoću diferencija n-tog reda, izveden je 
i dokazan identitet: 


[a + (2! —1)- uJ” — [a + (2"—! — 2) - uJ” — [a + (2! — 8) us + 


+ [a + (2-1 —4)-u]”—... [a + 3u]” + [a + Qu)’ 4+ [a tu ta’ = 
n (n—3) 
ni Deena (2a + (2 $1) aly 


na temelju kojeg su dani opći identiteti kao rješenja naslovne jednadžbe 
za svaku prirodnu vrijednost n > 2 i za svaki odnos broja članova ri s 
na lijevoj i desnoj strani, ako jer 2 2"? + lis 2 27-2. U izvodima 
i dokazima sadržano je kao specijalan slučaj i rješenje Tarry-evog pro- 
blema, kada je r = s = 2”, Sto je autor dao sa dva opća identiteta za 
taki i lihi n. Specijalno za mnogostepene jednadžbe, gdje istodobno mora 
bitin=1lin=2 (dvostepene jednadžbe), dao je autor gusti niz rješenja 
općim identitetima za svaku vrijednost r 2 3 is 2 1. Do ovih identiteta 
za dvostepene jednadžbe autor je došao preko proširenja poznatog identi- 
teta, koji rješava neodređenu jednadžbu x,y; + XeYo = u +*v, t.j. prosi- 
renjem ovoga na polinomni slučaj. Još gušći nizovi rješenja se dobiju za 
dvostepene jednadžbe preko identiteta, kojima su totalno riješene neo- 
4 8 


dređene jednadžbe y kxYZuv i » x?=u:v — u skupu cijelih 


i=1 i1 


brojeva. 


Dr. Mirko Stojaković: »Prilog teoriji matrica« 


U ovom radu obrađuju se različite funkcije matričnih promenlji- 
vih s naročitim osvrtom na razlike između kvadratnih i nekvadratnih 
matričnih promenljivih. Pokazuje se da se determinante logično pojav- 
ljuju pri homomorfnom preslikavanju prstenova kvadratnih matrica odre- 
đenog stupnja na telo skalara i to uz izvesnu restrikciju pri preslikavanju 
zbira matrica. Uslovi, iz kojih se determinante, kao skalarne funkcionele, 


izvode, razlikuju se od svih dosada upotrebljavanih uslova. Potpuno su 


adaptirani matričnom karakteru nezavisne promenljive i kao takvi po- 
desniji su za upotrebu kako kod matrica konačnog tako i kod onih bes- 
konačnog reda. Ove iste uslove ispunjavaju, uz izvesne modifikacije, i 
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nekvadratne matrice, za koje se definišu determinante i operatori tako, 
da se determinante kvadratnih matrica pojavljuju kao specijalan slučaj. 
Ovim je data nova osnova za aksiomatsku teoriju determinanata. Dobive- 
ni rezultati primenjuju se na problem inverzije nekvadratnih matrica, gde 
se dokazuje nekoliko novih stavova (Laplace-ova teorema u najopštijem 
obliku, kvaziinverzne i kvazijedinične matrice) kao i na problem unu- 
trašnjih i spoljašnjih proizvoda matrica, gde se također dobija niz novih 
stavova. Dobiveni stavovi omogućuju i nov način analize linearnih ma- 
tričnih jednačina. Najzad ukazuje se na mogućnost proširivanja teorije 
matričnih funkcija kvadratne matrične promenljive na nekvadratne ma- 
trične promenljive. 


Dr. Viktor Sedmak: »Neke primjene parcijalno uređenih skupova.« 


Ova teza nastala je kao rezultat rješavanja problema da se odredi 


suprem skupa dimenzija djelomično uređenih skupova pridruženih | 


trodimenzionalnim poliedrima, koji je postavio prof. Dr. Đ. Kurepa. Taj 
problem sadrži u sebi i vezu između topoloških i drugih nemetričkih 
svojstava poliedra P i djelomično uređenog skupa njegovih poliedarskih 
elemenata ([P]; S). Neki rezultati: 

Ako se u definiciji dimenzije skupa d zamijeni riječ »minimum« sa 
»supremum«, dobivena veličina nije topološka invarijanta za nijedan 
poliedarski kompleks, a ipak nije metričko svojstvo određena poliedra. 

Neka je skup (S; S,) predočen potpunim proširenim uredenjima 
D;. Ako ma koji elemenat ag S u ma kojem od uređenja p; stavimo ma 


gdje unutar intervala (mq, pp Ys onda dobivena uređenja također pre- | 


dočuju (S; X). Pritom je m,,,, SE (A/B),,, takav rez uređenja p;, gdje je 
x € A, onda i samo onda ako postoji 
ve (BU(N(b,09)g\ [a,09)p)), be(—09,a)g ) v 
3 : | 


tako da je x “s U. 
Analogni zaključak vrijedi i za interval (a, Nan a 


; Za krivulju k homeomorfnu jednom jednodimenzionalnom kon” | 
pleksu postoji topološka invarijanta dek. Za tro- i više dimenzio- 


nalni poliedarski kompleks d, nije: topološka invarijanta. Za dvodimen- 


3 


prasak Bana 


zionalni poliedarski kompleks problem je otvoren i usko povezan sa din 2 


. menzijom d, bilo kojeg Eulerovog poliedra. | se 


postoji. direktna zavisnost između d, i običnih topoloških : 
na pr. postoji poliedar K ma koe duo e — 
ee en es a 
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Dr. Pavle Papić: »Pseudodistancijalni prostori« 


U prvom se dijelu obrađuju prostori sa razvrstano-uređenom bazom 
okolina (prostori razreda (R)). Ispitivanja se nadovezuju na jedan raniji 
rad (Glasnik, T. 8. str. 30). Neki rezultati: 


Ako je D(O) razvrstano-uređena baza prostora R tako, da bilo koja 
druga razvrstano-uređena baza ima rang, koji nije manji od yD(O) onda 
D(O) ili ima svega jedan sloj ili je yD(O) inicijalan redni broj. 

Da prostor R bude razdaljinski, nužno je i dovoljno da posjeduje 
jednu razvrstano-uređenu bazu okolina D, (O), kojoj je rang najviše 
jednak o . Svaki je razdaljinski prostor razreda R homeomorfan jednom 
uređenom prostoru. Svaki lokalno separabilan i svaki lokalno kompak- 
tan prostor R je razdaljinski prostor. 

Ako postoji prostor T(F) (D. Kurepa, Publ. Math. Univ., V (1936), 
Beograd), koji nije razdaljinski, onda postoji i takav prostor T istog raz- 
reda, koji sadrži jedan striktno padajući dobro uređeni niz otvorenih 
nRINJOVa Go Sua Des. Ge —... (F< 0) sa: =. Gg = v (prazno) i 
G; = dla (€ < 04). 

Zatim se promatraju Kurepa-Fréchet-ovi prostori; pokazano je da 
su oni među njima, koji nisu razdaljinski, specijalan slučaj prostora raz- 
reda (R). Provedena je i generalizacija nekih svojstava razdaljinskih pro- 
stora na takve prostore. 

Na kraju se promatraju operatorni prostori E(M) i D(M) (Kurepa, 
Comptes rendus, 203 (1936), p. 1049); pokazano je da je odgovor na pita- 
nje: Da li je uređen prostor (Q) razreda E(R,) (Kurepa, loc. cit.), 


negativan. 


IZ DRUŠTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA N. R. HRVATSKE 


ODRŽANI KOLOKVIJI 


22) Nice, L953. S. Séavniéar: Rentgenografsko ispitivanje Zivinog oksi- 
klorida. 

Rentgenografskim putem ispitana je struktura živinog oksiklorida, 
koji se u literaturi navodi sa formulom Hg :2HgC12. Spoj kristalizira 
u kubičnoj tetartoedriji sa prostornom grupom T* —P2,3. Elementarna 
ćelija ima periode: a, = a» = da = 9,22A i sadrži 4 stehiometrijske jedi- 
nice Hg,Cl,O. Iz dvodimenzionalne Fourierove sinteze dobiveni su polo- 
žaji svih atoma u elementarnoj ćeliji. Iz simetrije smještaja pojedinih 
atoma i iz dužina veze između atoma proizlazi, da je čitav kristal izgra- 
den iz tri-klor-merkurioksonium kationa, koji su međusobno pove- 
zani anionima klora. Prema tome pisanje formule spoja u obliku 
[Hg,Cl,0]+ C1- točnije odražava strukturu i prirodu spoja. Ovdje je i 
prvi puta određen razmak živa-kisik (2. 034). 


23.) 14. X. 1953. Stručno pedagoško veče: ' 
: Asist. E. Wagner: Demonstracija optičke klupe vlastite 
izrade. 
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Kolokvij prigodom proslave 80-godišnjice profesora 


Dr. Stanka Hondla: ž 

a) Dr. ing. M. Paić: Prigodom proslave osamdesete go 
dišnjice rođenja prof. Dr. S. Hondla,* ze 

b) Dr. V. Lopašić: Prilog određivanju medijane rav- 
nine magnetskog polja ciklotrona metodom žičan? 


petlje, 


24) 21. X. 1953. 


c) Dr. B. Metzger: O upotrebi tiratrona u amplitudnom 
diskriminatoru, i 

d) Ing. I. Strilié — ing. M. Sedlaček: Elektronska za- 
porna ura. 


25) 28. X. 19583. = Veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 
a) Dr. L. Randić: Konstrukcija vertikala nebeske sfere 
u stereografskoj projekciji, 
b) Prof. L. Rajčić: O rotacionim stožastim plohama u 
geometriji Lobačevskoga, Na. 
c) Prof. S. Škreblin: Neke primjedbe o rješavanju ira- 
cionalnih jednadžbi. 


26) 4. XI. 1953. Dr. S. Bilinski: Neke generalizacije Ptolomejevog tea- 
Trema. 

Predavač je najprije ukratko izložio dosada poznate generalizacije 
Ptolomejevog teorema, a pri tom je dao i jedan novi dokaz Milne-Thom- 
sonove relacije za udaljenosti n + 2 točke na hipersferi n-dimenzional- 
nog prostora. Jedna daljnja generalizacija dana je slijedećim teoremom: 

Ako je A4A>2...A, jednostavan konveksni tetivni poligon, pa oda. 


udaljenost aj; između točke A; i točke A; uzeto dogovorno da je dij S 


prema tome, da li je i = j, tada matrica M, ES || aj ll(Li=12..., 


ima rang 2. 

No vrijedi i slijedeći obrat ovog teorema: 

Ako je moguće n danih točaka prostora bilo koje dimenzije nume- 
rirati tako, da matrica M, ima rang 2, onda te točke leže na jednoj kruž- 


nici u cikličnom redosljedu izvedene numeracije. 


27) 11. XI. 1953. Stručno pedagoško veče: 
Prof. B. Pavlović: Suvremeno tretiranje pojma množe- 
nja u nastavi matematike. 


28) 18. XI. 1953. Dr. F. Mikić: Primjena tablica za određivanje trenda 
kod ekvidistantnih apscisa u sistemima linearnim, pa- 
raboličkim i logaritamskim. 

Nakon historijskog uvoda predavač daje primjere, na kojima se 
mogu primijeniti njegove tablice za određivanje trenda (prosjeci iz kore- 
lacija, pojedinačne ekvidistantne vrijednosti). Iza osnovnih općih jednadžbi 
za pravac, parabolu 2. reda, parabolu 3. reda i logaritamski sistem, navodi 
odgovarajuće normalne jednadžbe iz kojih se računaju potrebni koefici- 
jenti. Predavač nadalje objašnjava primjenu svoje terminalne formule 
za računanje koeficijenata na temelju jednog primjera. Zatim uspoređuje 
interpolatorne vrijednosti i procjenjuje devijacije stohastičkih vrijednosti 
od suponiranih funkcionalnih. Na kraju predavač daje objašnjenje va- 
žnosti svojih tablica za brže i preciznije računanje trenda. 


29) 25. XI. 1953. Vete slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 
a) Asist. S. Mardešić: Poopćenje jednog teorema W. 
Sierpinskoga, 
.b) Prof. D. Mitrović: O koeficijentima Taylorovog reda 
funkcije [č(s)]—!. : 


* Vidi ovo godište Glasnika No. 3 str. 228. 


oer TP ae | 
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30) 2. XII. 1953. Dr. L. Randić: Redukcija na srednju nit kod metode 
Pjevcova. 

Obično se kod metode Pjevcova povezuju opažanja dviju zvijezda 
na istim nitima. Umjesto toga može se svesti prolaze jedne zvijezde kroz 
pojedine niti na prolaz kroz srednju nit pomoću razmaka Az među 
nitima. Pri redukciji treba uzeti i kvadratne članove. Tako se može do- 
biti ocjena unutarnje točnosti opažanja, a mogu se iskoristiti i ona opa- 
žanja, kod kojih obje zvijezde u paru nisu opažane na istim nitima. 
Svođenje na srednju nit može se izvesti pomoću srednje vrijednosti raz- 
maka svih niti i njihovih kvadrata, koji se smatraju za određene kon- 
stante instrumenta. U slučaju opažanja obje zvijezde u paru na istim 
nitima može se izvesti redukcija na fiktivnu srednju nit definiranu 


uvjetom » 4 ži =0 (n je broj niti), tako da se aritmetička sredina svih 


= 


trenutaka prolaza popravi samo za kvadratni član Az? (vrlo malen), što 
znatno ubrzava redukciju, odnosno dozvoljava upotrebu kontaktnog mi- 
krometra pri opažanju i znatno povećanje broja trenutaka prolaza. 

31) 9. XII. 1953. Stručno pedagoško veče: 

Prof. M. Krajnović: Prikazivanje matematičkih na- 

stavnih filmova »Pitagorin poučak« i »Geometrijska 

mjesta u ravnini« uz komentar. 
32) 16. XII. 1953. Dr. ing. D. Bazjanec: Suvremena avijacija i »zvučna 
barijera« 

Iznesen je pregled naglog napretka aeronautičke tehnike u toku 
posljednjeg decenija uz kratak izvještaj o novim tipovima aviona, koji 
su prikazani na smotri britanskog zrakoplovstva u Farnboroughu u rujnu 
1953. godine. Opisan je fizički aspekt pojava, koje nastaju pri prijelazu 
»zvučne barijere«, u koliko su one do sada poznate teorijski i na teme- 
lju eksperimentalnih ispitivanja u nadzvučnim aerodinamičkim tunelima 
kao i najnovijih iskustava stečenih pri lijetu aviona. Izloženi su efekti 
»zvučne barijere« na avion, t. j. nagli porast otpora uzduha uslijed 
pojave udarnog vala, promjena uzgona krila i pomak hvatišta aerodi- 
namičkih sila, a prikazana su i nastojanja, da se ti efekti svedu na 
minimum. Predavač je na kraju objasnio i akustične efekte (»sonic 
bangs«) pri postizavanju nadzvučnih brzina. 

33) 23. XII. 1953. Ing. D. Palman: O plohama-3. reda s 4 dvostruke točke, 
izvedenim pomoću kubne inverzije 

Kubna inverzija ie takva prostorna transformacija, u kojoj su pri- 
družene točke konjugirane s obzirom na neku plohu ¥ 2. reda, a ujedno 
leže na zrakama neke linearne kongruencije H. Nekoj ravnini $ odgovara 
u takvoj inverziji opća ploha by 3. reda. Ako su ravnalice linearne 
kongruencije H konjugirane polare plohe Y, tada je ploha Db, koja 
odgovara nekoj ravnini ?, ploha 3. reda s 4 dvostruke točke. 

Pomoću takve prostorne transformacije dobivene plohe ?,% s 4 
dvostruke točke, podijeljene su na 7 vrsta, s obzirom na realnost njihovih 
dvostrukih točaka i pravaca. Dalje su izvedena neka svojstva takvih 
ploha, koje prolaze apsolutnom čunjosječnicom, zatim i takve, koje imaju 
dvije dvostruke točke na apsolutnoj čunjosječnici. Vrste takvih ploha 
razmatrane su i s obzirom na njihovu neizmjerno daleku krivulju. 

34) 30. XII. 1953. Veée slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 

a) Dr. M. Hercigonja: Fermatov poučak o poligonal- 
nim sljedovima, 

b) Asist. Č. Stanojević, k. g.: 1) Jedno saopćenje ie 
cione 1 multiplikacione teoreme u teoriji vjerojat- 
nosti; 2) Jedno saopćenje Cauchyevog stavka, 

c) Dr. M. Stojaković, k. g.: Jedan način rješavanja li- 
nearnih matričnih jednadžbi. 
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PUBLIKACIJE, KOJE JE DRUŠTVO PRIMILO U ZAMJENU ZA 
GLASNIK U 1953. GODINI x 
Argentina 


Anales de la Sociedad Cientifica Argentina, Buenos Aires, 

Boletin Mensual, Observatorio de Fisica Cosmica de san Miguel, 

Contribuciones Cientificas, Serie A, Facultad de Ciencias Exactas, Fisi- 
cas y Naturales, Buenos Aires, 

Mathematicae Notae, Boletin del Instituto de Matematica, Rosario, 

Publicaciones de la Comision Nacional de la Energia Atomica, Buenos 
Aires, 

Revista, Serie A, Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologia, Tucuman, 

Revista, Serie segunda, Facultad de Ciencias Fisicomatematicas, Eva 
Peron. 


ee a a 


Australija 
Australian Journal of Physics, Melbourne, 
Journal and Proceedings of the Royal Society of New South Wales, 
Sydney. 
Austrija 
Anzeiger, Osterreichische Akademie der Wissenschaften, Math.—naturw. 
Klasse, Wien, 
Internationale Mathematische Nachrichten, Wien, 
Siemens Austria Technische Berichte, Wien, 
Statistische Vierteljahresschrift, Wien. 


Belgija 
Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, Bruxelles, 
Bulletin de la classe des Sciences, Académie Royale de Belgique, 
Bulletin de la Société Royale des Sciences de Liége, Liége, 
Mathesis, Mons, < 
Mededelingen van de Koninklijke Vlaamse Academie voor Wetensehap- 


pen, Letteren en Schone Kunsten van Belgié, Brussel, a 
Simon Stevin, Wis. en Natuurkundig Tijdschrift, Gent. ; ey. 


— Brazilija 


Anais da Academia Brasileira de Ciencias, Rio de Janeiro, : 
Boletim da Sociedade de Matematica de Sao Paulo, Sado ape 
Summa Brasiliensis Mathematicae, Rio de Janeiro. 


= a eens 


Czechoslovak Journal of Physics, Prag, | pie aa“ 
Pame ns de la Faculté des Sciences de > PUnivers 
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Engleska 
Atomic Scientists Journal, London, 
Books of the Month, London, 
Jodrell Bank Annals, Manchester, 
Journal of the British Interplanetary Society, London, 
Journal of the Institute of Actuaries, Cambridge, 
The Mathematical Gazette, London, 
Proceedings of the Royal Institution of Great Britain, London, 
Technique, a journal of instrument engineering, Beckenham. 


Finska 


Annales Academiae Scientiarum Fennicae, Series A, Helsinki, 

Annales Universitatis Turkuensis, Turku, 

Commentationes Physico-mathematicae, Societas Scientiarum Fennica, 
Helsinki. 

Francuska 

Annales de 1 Institut de Physique du Globe, Paris, 

Annales de I Institut Fourier, Grenoble, 

Annales de |’ Institut Henri Poincaré, Paris, 

Annales de I Université de Lyon, Lyon, 

Annales de Radioélectricité, Paris, 

Annales Francaises de Chronométrie, Besancon, 

Annuaire, Publié par le Bureau des Longitudes, Paris, 

Bulletin Analytique du C.N.R.S. (Extraits), Paris, 

Bulletin de la Société Mathématique de France, Paris, 

Bulletin de la Société Scientifique de Bretagne, Rennes, 

Bulletin de 1 Institut International du Froid, Paris, 

Bulletin géodésique, Association Internationale de Géodésie, Paris, 

Cahiers Rhodaniens, Université de Lyon, Lyon, 

Centre de Recherches Scientifiques, Industrielles et Maritimes, C.N.R.S. 
Marseille, 

Contributions de 1 Institut d’ Astrophysique de Paris, Paris, 

Institut de Mathématique, Université de Strasbourg, Strasbourg, 

Institut de Physique, Université de Strasbourg, Strasbourg, 

Le Journal de Physique et le Radium, Paris, 

Journal des Recherches du C.N.R.S., Laboratoire de Bellevue, Paris, 

Journal de la Société de statistique de Paris, Paris, 

Laboratoire de Recherches Physiques sur les rayons X, Paris, 

~ Revue d’ Electricité et de Mécanique, Paris, 

Revue d’ Optique, Paris, 

Travaux et mémoires du Bureau international des poids et mesures, Paris. 


Grčka 


Deltion, Bulletin de la Société Mathématique de Grčce, Athénes, 


Praktika, Athénes. 
Holandija 


Electronic-Application Bulletin, Eindhoven, 
_Indagationes Mathematicae, Amsterdam, 
Philips Technical Review, Eindhoven, 


Physica, Amsterdam, 
Verhandelingen der Koninklijke Nederlandse Akademie van Wetenschap- 


pen, Afd. Natuurkunde, Amsterdam. 
Indija 
Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, Calcutta, 
Indian Journal of Meteorology and Geophysics, New Delhi, 
Indian Journal of Physics and Proceedings of the Indian Association for 
the Cultivation of Science, Jadavpur, 
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The Journal of the Indian Mathematical Society, Bombay, 

Journal of Scientific and Industrial Research, New Delhi, 

Journal of the University of Bombay, Bombay, 

Journal of the University of Gauhati, Assam, 

The Mathematics Student, Madras, 

Proceedings of the Indian Academy of Sciences, Bangalore, : 
Proceedings of the National Institute of Sciences of India, New Delhi, 
Sankhya. The Indian Journal of Statistics, Calcutta. 


Irska 


Proceedings of the Royal Irish Academy, Dublin, 
The Scientific Proceedings of the Royal Dublin Society, Dublin. 


Italija 
Annali de Geofisica, Roma, 
Annali dell’ Universita di Ferrara, Ferrara, 
Atti dell’ Accademia delle Scienze di Ferrara, Ferrara, 
Atti dell’ Accademia Nazionale dei Lincei, Roma, 
Atti del Seminario Matematico e Fisico dell’ Universita di Modena, 
Modena, 
Atti dell’ Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, Venezia, 
Atti dell’ Accademia Ligure di Scienze e Lettere, Genova, 
Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana, Bologna, 
Giornale di Matematiche di Battaglini, Napoli, 
Le Matematiche, Catania, 
Il Nuovo Cimento, Bologna, 
Pubblicazioni dell’ Istituto per le Applicazioni del Calcolo, Roma, 
Relazione Semestrale, Istituto di Fisica dell’ Universita, Roma, 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Palermo, 
Rendiconti del Seminario della Facolta di Scienze, Cagliari, 
Rendiconti del Seminario Matematico, Torino; 
Rendiconti del Seminario Matematico dell’ Universita di Padova, Padova, 
Rendiconti di Matematica e delle sue applicazioni, Roma, 
Rendiconto dell’ Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche, Napoli, 
La Ricerca, Rivista di Matematiche Pure ed Applicate, Napoli, 
Ricerche di Matematica, Napoli, 
La Ricerca Scientifica, Roma, 
Rivista di Matematica della Universita di Parma, Parma, 
»Scientia« Rivista internazionale di sintesi scientifica. 


Japan 
Abstracts from Kagaku-kenkyu-jo Hokoku (Reports of the Scientific 
Research Institute), Tokyo, 
Annals of the Tokyo Astronomical Observatory University of Tokyo, 
Tokyo, Ž 
Bulletin of the Kobayasi Institute of Physical Research, Tokyo, : 
Bulletin of Mathematical Statistics, Kyushu, 
Bulletin of Solar Phenomena, Tokyo Astronomical Observatory, Tokyo, 
Commentarii Mathematici Universitatis Sancti Pauli, Tokyo, 
Contributions from the Department of Physics, Faculty of Science Uni- 
versity of Tokyo, Tokyo, a 
The Geophysical Magazine, Tokyo, Š 
Journal of the Faculty of Science Hokkaido University, Sapporo, € 
Journal of the Institute of Polytechnics Osaka City University, Osaka, 
Journal of the Mathematical Society of Japan, Tokyo, 
Journal of the Physical Society of J apan, Tokyo, 
Journal of the Scientific Research Institute, Tokyo, 
Kodai Mathematical Seminar Reports, Tokyo, 
Mathematical Journal of Okayama University, Okayama, 
Memoirs of the College of Sciences University of Kyoto, Kyoto, 
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Nagoya Mathematical Journal, Nagoya, 

Osaka Mathematical Journal, Osaka, 

Proceedings of the Japan Academy, Tokyo, 

Progress of Theoretical Physics, Kyoto, 

Publications of the Astronomical Society of Japan, Tokyo, 
Tensor, Sapporo, 

Tohoku Mathematical Journal, Sendai, 

Tokyo Astronomical Bulletin, Tokyo, 

The Yokohama Mathematical Journal, Yokohama. 


Jugoslavija 


Bilten na Društvoto na matematičarite i fizičarite od NR Makedonija, 
Skopje, 

Bulletin de PObservatoire Astronomique de Beograd, Académie Serbe 
des Sciences, Beograd, 

Bulletin Scientifique, Conseil des Académies de la RPF Yougoslavie, 

Geodetski list, Zagreb, 

Godisen zbornik, Filozofski fakultet na univerzitetot, Skopje, 

Gozdarski vestnik, Ljubljana, 

Matematičko fizički list, Zagreb, 

Nastava matematike i fizike u srednjoj Skoli, Beograd, 

Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana, 

Publications de I Institut mathématique, Académie Serbe des Sciences, 
Beograd, 

Rad, Jugoslavenska Akademija znanosti i umjetnosti, Zagreb, 

Radovi — Geofizi¢ki institut, Zagreb, 

Razprave, Akademija znanosti in umetnosti v Ljubljani, Ljubljana, 

Recueil de Travaux de l'Institut de Recherches sur Ia Structure de la 
Matičre (Institut za strukturu materije, Vinča), Beograd, 

Statistička Revija, Beograd, 

Vesnik Društva matematičara i fizičara NR Srbije, Beograd, 

Zbornik Radova, Srpska Akademija nauka, Beograd. 


Južna Afrika 
South African Journal of Science, Johannesburg. 


Kanada 


Annales de |’ ACFAS, Montreal, 

Canadian Journal of Mathematics, Toronto, 

Canadian Journal of Physics, Ottawa, 

Contributions from the Dominion Observatory Ottawa, Ottawa, 


Kolumbija 


Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Natu- 
rales, Bogota. 


Kuba : 
Revista de la Sociedad Cubana de Ciencias Fisicas y Matematicas, 
Habana. : 
Luksemburg 


Archives, Institut Grand-Ducal de Luxembourg, Luxembourg. 


Meksiko 


Boletin del Centro de Documentacićn Cientifica y Técnica, México, 
Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana, México, 

Ciencia, México, 

Revista Mexicana de Fisica, México. 
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Njemačka 

Abhandlungen der Mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse, Akade- 
mie der Wissenschaften und der Literatur, Mainz, 

Abhandlungen des Meteorologischen und Hydrologischen Dienstes der 
Deutschen demokratischen Republik, Berlin, 

Akademie der Wissenschaften, Gottingen, 

Archimedes, Erlangen, 

Astronomischer Jahresbericht, Berlin, 

Berichte iiber die Verhandlungen der Sachsischen Akademie der Wissen- 
schaften zu Leipzig, Berlin, 

Deutsche Geoditische Kommission (bei der Bayerischen Akademie der 
Wissenschaften), Munchen, 

Jahrbuch, Akademie der Wissenschaften und der Literatur, Wiesbaden, 

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung. Tibingen, 

Jahresbericht des Physikalischen Vereins zu Frankfurt a. M., 

Mathematisch-physikalische Semesterberichte, Gottingen, 

Mitteilungen aus dem Mathem. Seminar Giessen, Giessen, 

Nachrichten der Akademie der Wissenschaften in Gčottingen, Gčttingen, 

Physikalische Blatter, Karlsruhe, 

Physikalische Verhandlungen, Mosbach-Baden, 

Sitzungsberichte der math.-naturw. Klasse der Bayerischen Akademie 
der Wissenschaften zu Munchen, Munchen, 

Sitzungsberichte der Gesellschaft zur Beférderung der gesamten Natur- 
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RJEŠENJA ZADATAKA 172, 173, 174% 


172. Za koje vrijednosti parametra “ ima jednadžba aš— u aš + 
+ 1 = 0 korijene između (—2) i (+2)? Neka se zadatak riješi i grafički. 

Zadatak s rješenjem dostavio S. Škreblin. Rješenja su poslali: 
D. Ugrin-Šparac, Zagreb i T. Leko, Beograd. 

Dajemo ovdje rješenje S. Škreblina: 


rr 
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Karakteristične vrijednosti od u jesu ove: 
—5 o. —98 5 5 5 31 33 2 
= . —; 0 . . . 


5 
ve = Wad vo JA o JSA 108 RR 8. = 8< gy 


Sada treba načiniti tablicu, gdje ćemo za intervale, što ih određuju 
te karakteristične vrijednosti, unijeti predznak svake od Sturmovih funk- 
cija; u istom retku gore bit će za određene vrijednosti od u predznaci 
Sturmovih funkcija za x = —2, a dolje predznaci tih funkcija za x = 2. 
Tako ćemo lako pobrojati broj varijacija gornjeg i donjeg retka, odrediti 
gubitak broja varijacija u svakom intervalu, pa tako saznati broj realnih 
korijena između (—2) i (+2). Na taj način nalazimo da u tom intervalu 
postoji: 


za—oo<u< 108, samo jedan korijen; 
31 
za 5/108 ae cos tri korijena; 
31 33 
za "8" << 8 dva korijena; 
33 
za SE <u< +0 opet samo jedan korijen. 


Da rezultat grafički objasnimo, pišimo danu jednadžbu u obliku 
u = x? + x, pa je grafički predočimo u koordinatnom sistemu x, u. 
Odredimo ekstremne vrijednosti od u i točku infleksije, pa ako još uoči- 
mo da je ovdje parabola u = x? asimptotska krivulja, tada razabiremo, 
da naša krivulja ima tok kao na priloženoj slici. 

Svakoj paraleli s osi x odgovara određena vrijednost od u. Apscise 
sjecišta tih paralela s krivuljom daju korijene za pripadnu vrijednost 
od u. Iz slike neposredno razabiremo, kad ti korijeni leže između (—2) 
i (+2) i koliko ih ima, pa nam ona očigledno potvrđuje rezultate prvog 
ispitivanja. 

T. Leko je došao do istog rezultata razmatrajući krivulje y, = 25 +1, 
mei 19% stavivši Uo — V/V Ve 

D. Ugrin-Šparac ispituje, koji uvjeti moraju biti ispunjeni, da je 
(+2) gornja granica pozitivnih korijena i (—2) donja granica negativnih 
korijena. On je nacrtao sliku poput ovdje nacrtane, iz koje se može nepo- 
sredno razabrati broj korijena između (—2) i (+2). 


173. Zadane su dvije konjugirano-imaginarne točke na pravcu p 
kao dvostruke točke eliptičke involucije. Treba konstruirati: 

a) realnu kružnicu, koja prolazi tim dvjema točkama i kojoj je 
zadan realni polumjer 7; 

b) središte imaginarne kružnice, koja prolazi tim dvjema točkama 
i kojoj je zadan dijametar imaginarnom dužinom id. Ta dužina defini- 
rana je udaljenošću između dvostrukih točaka eliptičke involucije na 
nekom pravcu da. : 

Zadatak s rješenjem dostavio D. Palman. Rješenja su poslali T. 
Leko, Beograd i Lj. Dočkal, Zagreb. : a 

j ovdje rješenje Ljerke Dočkal: a bic 

didaa: ina k (r), odnosno imaginarna kružnica k (ri) pro- 
“lazi dvostrukim točkama eliptičke involucije na pravcu Pp, onda je invo- 
lucija konjugiranih točaka, koju ta kružnica određuje na pravcu p kon- 
gruentna sa zadanom involucijom. 
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Eliptičku involuciju na pravcu p zadat ćemo parom simetričnih 
točaka S,, So. Prema gornjem to je ujedno par simetričnih točaka invo- 
lucije konjugiranih točaka, koju kružnica k (7), odnosno k’(ri) određuje 
na pravcu p. Radi simetrije će središte tražene kružnice biti na sime- 
trali dužine S, So. 


a) Poznato je da svaka kružnica opisana nad parom konjugiranih 
točaka, koje realna kružnica k(r) određuje na pravcu p, siječe kružnicu 
k(r) ortogonalno. Prema tome kružnica m(m) opisana nad promjerom 
S, Se siječe kružnicu k(r) ortogonalno. Središta svih kružnica radiu- 
sa r, koje kružnica m(m) siječe ortogonalno, leže na kružnici 1 (radius 
= m? + r?). Sjecišta kružnice l(l) sa simetralom dužine S, S» su rje- 
nja zadatka a). = os 

_ b) Umjesto involucije konjugiranih točaka, koju imaginarna kruž- 
nica k'(di odnosno ri) određuje na pravcu p, promatrat ćemo njoj iden- 
tičnu involuciju antikonjugiranih točaka, koju realna kružnica k(r, 
duje na pravcu p. apd PEO, oe 
Poznato je da svaka kružnica opisana 
točaka, koje realna kružnica k(r) određuje na pravcu p, 
nicu k (1) u Ino suprotnim točkama. "Središta sv : 
dolusa + mim) siječe u dijar 


ye Lay te e no zvati Ad 
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Podijelivši (1) sa (3) dobiva se 
a 


Re Pa o geek (4) 


Kvadriranjem i zbrajanjem jednadžbi (1) i (2) izlazi 
2 — 2 sin a sin 8 — 2 cos a cos B = 4 (a? + b*), 
a odatle je uvaživši (4) 


cos cos §=1+ > — 2 (a? +b?). (5) 
Odbijajuci (4) od (5) dobiva se 
cos (a + 6) =1+2——2(a2+ b’). (6) 
No (1) i (2) mogu se pisati: 
MATI dani 
sin 2 cos 2 — 
s e -Ppae 6-58 b 
sl 2 sin 2 = S 
a odatle dijeljenjem izlazi 
atp b 
7 kadra @ 


No, jer je 
a+B_1—cos(a+ A) 


2 ot? Ae UA 
tg 2 7 1-beos(a +8)? 
to uvaživši ovdje (6) i (7) imamo: 
—2—+2(a'+b?) 


> 


Bei. ICE 


S 
DU bo 


odakle sređivanjem dobivamo traženi odnos: 


(a? b?)? — — (a9 + Pb? = 0 


ZADACI 


180. Ako je T bilo koja točka unutar konike k, neka se konstru- 
iraju središta koniki upisanih kružnica, koje prolaze točkom T i dira- 


lista tih kružnica sa konikom k. 
(Dostavio L. Rajčić) 


181. Neka se konstruira grupa G od kontinuirano beskonačno 
mnogo elemenata tako, da za svaku konačnu grupu Gy! postoji podgrupa 


[iy . « 
Gy grupe G izomorfna grupi G,. (Dostavio ecDevidć) 


182. Neka se dokaže algebarski identitet 


2 si oe k 2 
Es : 
(n—a){ D x,] =2n De arenas fae — Da , 
=! i= 


a=) i, k= 
i<k 
gdje je n prirodni broj veći od 1, a X4,%2,..., €, su bilo kakvi brojevi. 
(Dostavio D. Blanuša) 
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2 Pretplata od 400 Din se šalje na adresu »Naučna knjiga«, Beograd, — 
. Knez Mihajlova br. 40/IV. Pošt. fah 690, ili preko čekovnog računa br. 
 101-T-297. (Na poleđini čekovne uplatnice naznačiti da je za Vesnik 
= mat. i £iz); ae eee ae ie 
SAVEZ DRUŠTAVA MATEMATIČARA I FIZIČARA FNRJ 
izdaje časopis tS a gee: 
NASTAVA MATEMATIKE I FIZIKE 
| Pretplata-iznosi 200 Din, a pojedini broj 60 Din. Pretplatu i nes 
_ rudzbe slati izdavačkom poduzeću »Znanje«, Beograd, Terazije 12, ili n: 
ček. račun br. 103-T-308 E Saisie ote mie 


Bee: = 
veza 


